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Kategoriale Daten entstehen durch die Klassifikation von Beobachtungen in Kate-
gorien. Meistens wird die interessierende Information dadurch gewonnen, dass
ausgezdhlt wird, wie oft bestimmte Kategorien vorkommen. Dadurch kénnen Hdu-
figkeitsverteilungen und Prozentsdtze berechnet werden. Dieses Kapitel beschdftigt
sich damit, wie man priifen kann, ob beobachtete Hdufigkeiten mit bestimmten
Annahmen iibereinstimmen. Es werden die Grundlagen statistischen Testens bespro-
chen. AufSerdem wird behandelt, wie man fiir einen Prozentsatz, den man aus einer
Stichprobe gewonnen hat, Bereiche ermittelt, von denen man annehmen kann,
dass sie mit einer bestimmten Sicherheit den wirklichen Prozentsatz, wie er in der
Population vorkommt, enthalten. Dieses Kapitel legt die Basis zum Verstindnis der
Inferenz- oder schliefSenden Statistik.

6.1 Einleitung

Kategoriale Information erhélt man, wenn etwas (ein Merkmal oder Charakteristi-
kum), das man an verschiedenen Personen, Unternehmen, Pflanzen etc. (also Beob-
achtungseinheiten) registriert, in eine von mehreren Kategorien fdllt. Dieser Prozess
kann unterschiedlich verlaufen. Die Kategorien kénnen schon von vorneherein fest-
stehen und man braucht seine Beobachtungen nur mehr entsprechend zuzuordnen.
Oder aber man sammelt die Information zunéchst in freier Form (z. B. offene Fragen
in einem Fragebogen), um anschliefend nach einem Kategorisierungsschema (das
man eventuell erst entwickeln muss) die Beobachtungen zuzuteilen. Diese beiden
Vorgédnge kénnte man auch als KLASSIFIKATION bezeichnen.

Etwas anders verlduft der Prozess der AGGREGATION. Der Begriff kommt aus dem
Lateinischen und bedeutet Anhédufung oder Vereinigung. Hier werden schon vor-
handene Daten in einfachere, zusammenfassendere Strukturen transformiert. Zum
Beispiel kann man die Kérpergrofie von Personen, die man in cm gemessen hat, zu
drei Kategorien aggregieren, ndmlich klein, mittel und groB. Oder, bei zugrunde lie-
gender kategorialer Information, kann man z.B. die Berufe Tischler, Maurer etc. in
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die Berufskategorie Handwerker zusammenfassen. Das Resultat einer Aggregation ist
also oft eine Reihe von Kategorien einer Variable. Im Extremfall, besonders bei metri-
schen Daten, kann aber auch eine einzelne MaBizahl das Ergebnis sein, wenn z. B. die
durchschnittliche Geburtenrate fiir ein Land bestimmt wird. Der » Exkurs 6.1 illus-
triert am Beispiel von Berufen in Deutschland solche Vorgéinge.

Wenn man nun kategoriale Daten erhoben oder mittels Klassifikation bzw. Aggre-
gation gewonnen hat, geht es darum, diese Information in geeigneter Weise aufzu-
bereiten, um die enthaltene Information erfassen, untersuchen und weitervermitteln
zu konnen.

Der Vorgang hierbei ist das Auszdhlen, d.h., man z&hlt ab, wie oft Kategorie 1,
Kategorie 2 etc. insgesamt vorkommen. Das Resultat dieser Auszdhlung nennt man
Hiufigkeit oder absolute Hiufigkeit.

(Absolute) Haufigkeit:
die Zahl, die zustande kommt, wenn man abzahlt, wie oft eine bestimmte Kategorie in
Daten vorkommt

Eng verbunden mit dem Begriff absolute Haufigkeit ist die

(Absolute) Haufigkeitsverteilung:
eine Zusammenstellung (tabellarisch oder grafisch), wie oft einzelne Kategorien einer
Variable in einer Stichprobe (oder auch in der Population) vorkommen

Bezieht man die absolute Haufigkeit auf die Gesamtanzahl von Beobachtungen, dann
erhdlt man relative Haufigkeiten oder Anteile.

Gesamtanzahl von Beobachtungen

Anteile werden oft als Prozentsétze (also als Anteile von 100) angegeben, d. h.

Prozent:

Relative Haufigkeit oder Anteil:
absolute Haufigkeit
relative Haufigkeit einer Kategorie = 9
Prozentsatz einer Kategorie = relative Haufigkeit x 100 )

Wiéhrend Angaben von Anteilen in Prozentsétzen leichter zu lesen sind und auch all-
gemein iiblich verwendet werden, hat die Darstellung mittels relativer Haufigkeiten
den Vorteil, dass dadurch deren enge Verwandtschaft mit Wahrscheinlichkeiten aus-
gedriickt wird. Relative Haufigkeiten liefern (wenn zusétzlich die Gesamtzahl von
Beobachtungen angegeben wird) die bedeutsamste Information, die man aus Daten
gewinnen kann. Dies gilt nicht nur fiir kategoriale Daten. Auf diese Punkte werden
wir spater noch eingehen.
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m Wie kommt kategoriale Information zustande?

Beispiel: Berufe in Deutschland

Die simple Frage Was arbeiten die Menschen eigentlich so? ist gar nicht so einfach zu beantwor-
ten. Magliche Quellen, wo man die entsprechende Information herbekommen konnte, sind die
nationalen statistischen Behorden, fiir Deutschland das Statistische Bundesamt (www.destatis.
de), fiir Osterreich Statistik Austria (www.statistik.at), fiir die Schweiz das Bundesamt fiir Sta-
tistik (www.bfs.admin.ch) oder Eurostat als europaische Institution (ec.europa.eu/eurostat). Man
konnte von einer dieser Quellen fiir Deutschland (2005) etwa folgende Grafik finden:

Rentner / Invalidisiert |

Manuelle Berufe - |

Manager - |

andere Angestelle
Hausfrau / Hausmann -
Schiiler / Student -
Zur Zeit arbeitslos
]

Selbststéndig

T T T
0% 10% 20% 30%

Die Grafik gibt einen guten Uberblick, wie viel Prozent der Deutschen welcher Art von Tatig-
keit nachgehen. Dieser Uberblick ist allerdings aus zwei Griinden recht ungenau. Wenn wir wis-
sen wollten, wie viele Personen tatsachlich selbststandig sind, miissten wir zunachst wissen, wie
viele Personen insgesamt zur Erstellung der Grafik herangezogen worden waren (Kinder scheinen
jedenfalls nicht dabei gewesen zu sein). Und zweitens kann man die angegebenen Prozentsatze
nur ungefahr ablesen. Versuchen wir es dennoch. An anderer Stelle findet man auf der Web-
seite des deutschen statistischen Bundesamts, dass es im Jahr 2005 ca. 82 438 000 Einwohner in
Deutschland gab, davon 11649 800 Kinder und Jugendliche unter 16 Jahren. Fiir unsere Berech-
nung miissten wir als Gesamtzahl 70 788 200 verwenden. Laut Grafik sind etwa 7 % selbststandig,
insgesamt gab es also 2005 knapp 5 Millionen Selbststandige.

Wir sehen hier zwei verschiedene Arten der Angabe von Zahlen im Zusammenhang mit kate-
gorialer Information, namlich (absolute) Haufigkeiten, d. h., wie oft ist insgesamt eine Kategorie
vorgekommen, und Anteile (hier Prozentsatze), d. h., in welchem (relativen) AusmaB kam eine
bestimmte Kategorie im Verhaltnis zu allen anderen Kategorien vor. Das eine Mal bezieht sich die


www.destatis.de
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Information nur auf eine bestimmte Kategorie (ohne die anderen zu beriicksichtigen), das andere
Mal erhalt man indirekt auch Information Gber weitere Kategorien. Auf diese Unterscheidung
werden wir noch naher eingehen.

Der vorherigen Grafik kann man entnehmen, dass ca. 10 % als andere Angestellte bezeichnet
werden. Was ist darunter zu verstehen? Aus den bisherigen Angaben ist dies nicht ohne Weite-
res ersichtlich. Wir kdnnen annehmen, dass unter diesem Begriff eine groBere Zahl von weniger
haufig auftretenden Kategorien zusammengefasst wird. Solche Zusammenfassungen dienen der
Ubersichtlichkeit und der einfacheren Kommunizierbarkeit von wichtigen Informationsbestandtei-
len. Allerdings geht dabei natiirlich ein Teil der urspriinglich vorhandenen Information verloren.

Tatsachlich wurde bei der Datenerhebung genauer gefragt.

1. Hausfrau/Hausmann und verantwortlich fiir den Haushaltseinkauf und den Haushalt (ohne
anderweitige Beschaftigung)

Schiiler/Student

zurzeit arbeitslos

Rentner/Pensionar/Frithrentner/Invalidisiert

Landwirt

Fischer

Freie Berufe (Rechtsanwalt, Arzt, Steuerberater, Architekt usw.)

Ladenbesitzer, Handwerker usw.

Selbststandige Unternehmer, Fabrikbesitzer (Alleininhaber, Teilhaber)

2 © o N v E W

0. Freie Berufe im Angestelltenverhaltnis (angestellte Arzte, Anwélte, Steuerberater, Architekten
usw.)

11. Leitende Angestellte/Beamte, Direktor oder Vorstandsmitglied

12. Mittlere Angestellte/Beamte (Bereichsleiter, Abteilungsleiter, Gruppenleiter, Lehrer, Techni-
scher Leiter)

13. Sonstige Biiroangestellte/Beamte
14. Angestellte/Beamte ohne Biirotatigkeit mit Schwerpunkt Reisetatigkeit (Vertreter, Fahrer)

15. Angestellte/Beamte ohne Biirotatigkeit z. B. im Dienstleistungsbetrieb (Krankenschwester,
Bedienung in Restaurant, Polizist, Feuerwehrmann)

16. Meister, Vorarbeiter, Aufsichtstatigkeit
17. Facharbeiter
18. Sonstige Arbeiter

In der Grafik auf Seite 150 wurden die Kategorien 13 und 14 unter andere Angestellte zusam-
mengefasst. Die mit etwa 15 % relativ stark vertretene Gruppe der Manager umfasste die Kate-
gorien 10 bis 12. Doch selbst diese feinere Gruppierung (wie sie in der Eurobarometerumfrage
verwendet wird) kann in noch detailliertere Kategorien aufgeschliisselt werden. So verwendet
die deutsche Bundesagentur fiir Arbeit die vom deutschen statistischen Bundesamt entwickelte
Berufssystematik, die auf der untersten Ebene 29 000 Berufshezeichnungen definiert.

Anhand dieses Beispiels konnen wir einige Grundiiberlegungen anstellen. Die Beobachtungs-
einheiten sind hier einzelne Personen. Die Variable, die beobachtet (bzw. aufgezeichnet) wurde,
konnte man mit , berufliche Tatigkeit” bezeichnen. Die Auspragung dieser Variable ist kategorial,
d. h., es wurde jede einzelne Person gefragt, in welche der vorher festgelegten Kategorien sie fallt.
Die Daten konnten folgendermaBen aussehen.
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Person  Berufstatigkeit

Mittlere Angestellte/Beamte
Rentner/Invalidisiert
Hausfrau/Hausmann
Leitende Angestellte/Beamte
Mittlere Angestellte/Beamte
Sonstige Arbeiter
Rentner/Invalidisiert

N O Ul B W N —

Diese fiktive Liste enthalt Einzelinformationen Gber die Art der Beschaftigung. Solch eine Liste
nennt man Rohdatenliste und so ahnlich kdnnte auch eine Computerdatei aussehen, mittels derer
die vorangegangene Grafik erstellt wurde. In dieser Art der Datendarstellung ist natiirlich die
meiste Information zu finden, zumal ja der Beruf jeder einzelnen Person verzeichnet ist. Allerdings
kann man sich leicht vorstellen, wie lang diese Liste ist. Man muss daher die Daten reduzieren
bzw. zusammenfassen, um die darin enthaltene Information untersuchen und weitervermitteln zu
konnen.

6.2 Kommen alle Kategorien gleich haufig vor?

Fallbeispiel 1: Der , blaue Montag”
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6.2 Kommen alle Kategorien gleich haufig vor?

Gibt es Wochentage, an denen man eher erkrankt, oder ist es an
allen Wochentagen gleich riskant zu erkranken?

Bevor wir uns iiberlegen, wie man diese Frage beantworten kann, wollen wir einige
Prinzipien besprechen, die bei der Analyse von Daten bzw. Fragestellungen grund-
sdtzlich beachtet werden sollten.

Im Beispiel des Krankenstandsbeginns an einzelnen Wochentagen ist die Grund-
struktur der Daten relativ einfach, es gibt (nur) eine Variable, WOCHENTAG, die die
Werte Montag bis Sonntag annehmen kann. Trotzdem sind die Rohdaten sehr
uniibersichtlich. Nach Einlesen der Datei kstand.dat in den Data Frame kstand
ermoglichen wir den direkten Zugriff auf die Variablennamen in diesem Data Frame
mittels attach() und sehen wir uns die ersten 100 Fille (von 300) an.

kstand <- read.table("kstand.dat", header = TRUE)
attach(kstand)

WOCHENTAG[1:100]

kstand <- read.table("Rdata/kstand.dat", header = TRUE)
attach(kstand)

WOCHENTAG[1:100]

vV V.V V Vv VvV

[1] MO DO DO DO DI MO DI MO MO DI DO DI MO MO MO MI MO DI
[19] MO SO FR MI MI DI MO SO FR FR DO MI MI DO MO FR DI FR
[37] MO DO MI MO MO SO DO MO MI MO DI MO FR DI MO MI DI DI
[55] SA SA MO MO DI SA SO FR FR DI DO MO DO MO MO MI MO DO
[73] MO MO DO MI MI MO DO FR MI FR MO DI DI FR FR MI MI DI
[91] MO MO MO DI MO MO MI MO DO MI

Levels: DI DO FR MI MO SA SO

Hier haben wir zwar die maximal zur Verfiigung stehende Information, allerdings ist
diese so nicht kommunizierbar. Wir bené&tigen also Methoden, wie wir die Inhalte
kompakt darstellen kénnen, ohne zu viel Information zu verlieren. Dies kann anhand
von Grafiken oder numerischen Zusammenfassungen (z.B. Tabellen) geschehen.
Die entsprechenden Methoden werden unter dem Begriff Datenbeschreibung oder
deskriptive Statistik zusammengefasst und bestehen, je nach Datentyp, aus spezifi-
schen Verfahren. Numerische und grafische Beschreibung der Daten sollten immer
der Ausgangspunkt bei der Analyse von Daten sein.
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6.2.1 Numerische Beschreibung

Bei einfacher kategorialer Information zdhlen wir aus, wie héufig jede Kategorie auf-
tritt, und erhalten absolute Haufigkeiten. Dividieren wir diese noch zusétzlich durch
die Gesamtanzahl an Beobachtungen, ergibt das die relativen Hédufigkeiten. Wir kén-
nen beide in Tabellenform darstellen und erhalten eine iibersichtliche numerische
Beschreibung des Datenmaterials, aus der schon einige Aspekte zur Beantwortung
der Fragestellung ablesbar sind.

In R wiirden wir folgendermalen vorgehen:

Eine einfache Haufigkeitstabelle erhalten wir mittels

> table (WOCHENTAG)

B

WOCHENTAG
DI DO FR MI MO SA SO
60 45 30 51 96 9 9

Die relativen Héaufigkeiten errechnet man, indem die Anzahl der Beobachtungen
in jeder Kategorie durch die Gesamtanzahl der Beobachtungen dividiert wird (die
Gesamtanzahl entspricht natiirlich der Liange des Datenvektors):

> table(WOCHENTAG) /length (WOCHENTAG)

WOCHENTAG
DI DO FR MI MO SA SO
0.20 0.15 0.10 0.17 0.32 0.03 0.03

Alternativ geht es auch mittels

> prop.table(table (WOCHENTAG))

WOCHENTAG
DI DO FR MI MO SA SO
0.20 0.15 0.10 0.17 0.32 0.03 0.03

Prozentwerte erhalten wir, indem wir noch mit 100 multiplizieren.

> prop.table(table (WOCHENTAG)) * 100

B B B




6.2 Kommen alle Kategorien gleich haufig vor?

WOCHENTAG
DI DO FR MI MO SA SO
20 156 10 17 32 3 3

Wenn wir alles in einer Tabelle darstellen wollen, dann wiirden wir noch ein wenig
Kosmetik betreiben.

Zunichst wollen wir die Wochentage, die beim Einlesen standardmé&Big alphabe-
tisch nach ihren Namen sortiert sind, in der richtigen Reihenfolge darstellen. Dazu
miissen wir die levels des Faktors WOCHENTAG in die richtige Reihenfolge bringen.
Dies geschieht, indem wir mit factor() einen neuen Faktor Wochentag mit den ent-
sprechenden Eigenschaften definieren (wir kénnen den Variablennamen Wochentag
verwenden, weil R ja GroB3- und Kleinschreibung unterscheidet).

> Wochentag <- factor(WOCHENTAG, levels = c("MO",
+ IIDIII s IIMIII , IIDUII , IIFRII , IlsAll s llSOIl))

Dann legen wir die Vektoren fiir die absoluten und relativen Haufigkeiten bzw. fiir
die Prozentwerte (in absH, relH und proz) an.

> absH <- table(Wochentag)
> relH <- table(Wochentag)/length(Wochentag)

SchlieBlich wollen wir nicht alle Kommastellen anzeigen und runden daher relH
auf zwei Kommastellen bzw. proz auf ganzzahlig. Fiir die tabellarische Darstellung
hédngen wir zuletzt die entsprechenden Vektoren mit cbind() zusammen.

> proz <- relH * 100

> relH <- round(relH, digits
> proz <- round(proz, digits
> cbind(absH, relH, proz)

3)
0)

absH relH proz

MO 96 0.32 32
DI 60 0.20 20
MI 51 0.17 17
DO 45 0.15 15
FR 30 0.10 10
SA 9 0.03 3
S0 9 0.03 3
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Die ersten beiden Spalten zeigen die absoluten und relativen H&ufigkeiten, die
dritte die Prozentwerte fiir die Anzahl begonnener Krankenstédnde an den einzelnen
Wochentagen. Man sieht, dass an Montagen und Dienstagen eine Hdufung auftritt,
wihrend sich die Zahlen im weiteren Wochenverlauf verringern.

Diese Tabelle ist sehr spartanisch gehalten und wiirde in dieser Form auch nicht
in einer Publikation oder Priasentation verwendet werden (» Exkurs 6.2: Einige Prin-
zipien zur Erstellung guter Tabellen). Fiir eine erste Analyse reicht es aber und
man kann ja den R-Output leicht in Textverarbeitungsprogramme (wie z. B. Word)
exportieren, um dann das Aussehen einer Tabelle zu modifizieren. Dies wird in
Abschnitt 5.3 beschrieben.

m Einige Prinzipien zur Erstellung guter Tabellen

Will man kategoriale Information in Form von Zahlenmaterial geeignet prasentieren, so wird man
den R-Output nicht direkt verwenden, sondern noch ein wenig lberarbeiten. Folgende Punkte
sollte man beachten:

Eine Tabelle sollte fiir sich allein stehen kdnnen, d. h., alles Wichtige sollte ohne weitere Erkla-
rung verstandlich sein.

Angabe eines geeigneten Titels und der Datenquelle

Benennung der Kategorien

Bei ungeordneten Kategorien: diese gegebenenfalls nach ihrer Haufigkeit ordnen

Angabe der Gesamtanzahl von Beobachtungen

Zahlen runden (besonders Nachkommastellen nur angeben, wenn sie fiir das Verstandnis der
GroBenordnung wichtig sind)

Sehr groBe Tabelle eventuell in Teiltabellen zerlegen

Keine vertikalen Linien zeichnen

Die folgende Tabelle soll diese Prinzipien illustrieren (die Daten stammen aus einer Kriminalstatis-
tik des Staates New Jersey, aus dem Jahr 2005).

Verteilung begangener Morde nach Wochentagen in New Jersey, 2005

Sonntag Montag Dienstag Mittwoch Donnerstag Freitag Samstag Gesamt

Haufigkeit 53 42 51 45 36 37 65 329
Prozent 16 13 16 14 11 11 20

a. Quelle: http://www.njsp.com

6.2.2 Grafische Beschreibung

Der Spruch Ein Bild sagt mehr als tausend Worte klingt sehr abgedroschen, trotzdem
stimmt er. Gerade dann, wenn Information klar gemacht und vermittelt werden soll,
ist eine gute grafische Darstellung besonders wichtig. Bei kategorialen Daten haben
sich einige Methoden bewdhrt, die hier beschrieben werden sollen.



6.2 Kommen alle Kategorien gleich haufig vor?

Balkendiagramm (Bar Chart)

Diese Darstellungsweise ist wohl die wichtigste grafische Methode bei kategoria-
len Daten. Bei einem Balkendiagramm werden die Kategorien auf der horizonta-
len Achse und die absoluten oder relativen Haufigkeiten auf der vertikalen Achse
aufgetragen, wobei die Hohe der einzelnen Balken den Héufigkeiten in den einzel-
nen Kategorien entspricht. Um zu veranschaulichen, dass die darzustellende Varia-
ble kategorial ist, ldsst man einen kleinen Leerraum zwischen den Balken (man
macht dies im Gegensatz zu einem sogenannten Histogramm, das wir spéter bespre-
chen werden). Manchmal findet man auch die beiden Achsen vertauscht vor (» Ex-
kurs 6.1), an der Information, die man aus solch einer Grafik ablesen kann, dndert
sich dadurch aber nichts.

Fiir unser Beispiel des Beginntags von Krankenstdnden erzeugt man ein Balken-
diagramm in R folgendermafen:

> barplot (absH)

Am Balkendiagramm in » Abbildung 6.1 sieht man (vielleicht noch besser als in der
Haufigkeitstabelle), dass Montag und Dienstag die meisten Krankenstdnde beginnen,
am Samstag und Sonntag die wenigsten.

Kreisdiagramm (Pie Chart)

Haufig begegnet man auch einer zweiten Form der grafischen Beschreibung von ein-
facher kategorialer Information, den Kreisdiagrammen (manchmal auch Torten- oder
Kuchendiagramme genannt). Hierbei werden die Daten in Kreisform dargestellt. Die
Kategorien bilden Kreissegmente, wobei deren Fldche proportional zu den relativen
Haufigkeiten bzw. Prozenten des Auftretens der Kategorien dargestellt werden.

80

40

o =

MO DI Mi DO FR

Abbildung 6.1: Balkendiagramm fiir Krankenstandsbeginn nach Wochentagen
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MO

SO
SA

DO

Abbildung 6.2: Kreisdiagramm fiir die Anzahl von begonnenen Krankenstanden nach Wochentagen

Obwohl sie relativ beliebt sind, haben Kreisdiagramme doch eine Reihe von Nach-
teilen. StandardmaébBig gibt R nur das Kreisdiagramm und die Werte fiir die Kategorien
aus.

Fiir die Daten aus unserem Beispiel erzeugt man in R ein Kreisdiagramm (> Abbil-
dung 6.2) mit

> pie(absH)

Man kann nicht (wie beim Balkendiagramm) die tatsdchlichen Héaufigkeiten able-
sen und vergleichsweise sind Unterschiede nur schwer zu erkennen, auller sie sind
sehr groB. Man sollte zumindest Haufigkeiten oder Prozente hinzufiigen, um zu einer
geeigneteren Darstellung (» Abbildung 6.3) zu kommen. Selbstdefinierte Beschrif-
tungen werden im pie ()-Befehl iiber die Option labels= spezifiziert. Hier haben wir
die neuen Beschriftungen mittels der (sehr méachtigen) Funktion paste() (auf die
wir hier nicht im Detail eingehen wollen) zusammengebastelt und das Resultat in
lab gespeichert. (In der Zusammenfassung der R-Befehle am Ende des Kapitels gibt
es ein paar Beispiele zu paste (), fiir eine ausfiihrliche Beschreibung sei auf die Hil-
feseite, erreichbar tiber ?paste, verwiesen.) Aulerdem fordern wir hier noch mittels
der Option clockwise = TRUE an, dass die Kategorien im Uhrzeigersinn ausgegeben
werden. Die adaptierte Grafik erhédlt man mit

> lab <- paste(names(absH), "\n(", proz, "%)\n", sep="")
> pie(absH, labels = lab, clockwise = TRUE)
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MO
(32%)

M
(17%) DI
(20%)

Abbildung 6.3: Kreisdiagramm mit Beschriftung

Im Vergleich zu Kreisdiagrammen sind Balkendiagramme (» Abbildung 6.1) lesbarer
und informativer, weil Ldngen besser wahrgenommen werden kénnen als Winkel.
Zu erwéhnen ist noch, dass die Beschriftungen, wie wir sie fiir das Kreisdiagramm
in » Abbildung 6.3 angebracht haben, in analoger Weise auch fiir Balkendiagramme
moglich sind. Notwendig sind sie dort aber nicht, weil durch die Achsenbeschrif-
tungen die relevante Information schon mitgeliefert wird.

6.2.3 Statistische Analyse der Problemstellung

Nachdem wir nun besprochen haben, wie die Information, die in den Daten steckt,
numerisch und grafisch beschrieben werden kann, wollen wir uns der Beantwortung
der eigentlichen Problemstellung zuwenden. Die Frage ist, ob es bestimmte Wochen-
tage gibt, an denen Krankenstdnde hédufiger beginnen als an anderen, oder ob sich
der Beginn iiber die Wochentage gleich verteilt.

Um diese Frage mittels statistischer Methoden beantworten zu kénnen, benétigen
wir das Konzept der ERWARTETEN RELATIVEN HAUFIGKEITEN und der ERWARTETEN
(ABSOLUTEN) HAUFIGKEITEN. Beobachtete Hiufigkeiten (absolut oder relativ) entste-
hen durch Abzédhlen, erwartete Hdufigkeiten sind solche, die man unter bestimmten
Annahmen erwarten wiirde. In » Exkurs 6.3 wird dieses Konzept anhand der Idee
des fairen Wiirfels erldautert.

m Der faire Wiirfel

Ein Wiirfel wird dann als ,fair” bezeichnet, wenn alle sechs Seiten gleich haufig auftreten, oder
mit anderen Worten, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir jede der mdglichen Seiten 1 bis 6 gleich
groB ist. Die Erfahrung zeigt uns, dass wir nicht damit rechnen kdnnen, dass bei sechsmaligem
Wiirfeln als Resultat alle sechs Augenzahlen je einmal vorkommen. Allerdings, wenn wir nicht
nur sechs Mal, sondern viel 6fter wiirfeln, wie das auch bei Gesellschaftsspielen der Fall ist, dann
erwarten wir schon, dass alle Seiten am Ende ungeféhr gleich oft aufgetreten sind. Wiirden wir

159



- Eine kategoriale Variable

160

immer langere Serien wiirfeln, also 10000 Mal, 100 000 Mal etc., dann sollten die Prozentsatze
des Auftretens der einzelnen Augenzahlen immer ahnlicher werden und wir kdnnten sagen, dass
der Wirfel fair ist. Das setzt aber voraus, dass der Wiirfel verschiedene Voraussetzungen erfillt,
namlich vollkommen gleichmaBige Beschaffenheit des Materials, aus dem er hergestellt ist, exakt
gleiche Kantenlangen (nicht nur auf den hundertstel Millimeter genau) etc. Solch einen Wiirfel
gibt es natiirlich nicht, aber man kann einen herstellen, bei dem diese Abweichungen nur sehr
klein und daher vernachléssigbar sind. Bei manchen Wiirfeln kann einem aber schon der Verdacht
kommen, dass er nicht fair ist. Wie konnten wir das nun priifen? Die Antwort ist Ausprobieren.
Nehmen wir einmal an, wir hatten 30 Mal gewiirfelt und uns die Haufigkeiten fiir die einzelnen
Seiten wie folgt notiert:

gewdrfelte Augenzahl 1 2 3 4 5 6
beobachtete Haufigkeit 3 8 4 5 6

Unter der Annahme, dass der Wiirfel fair ist, hatten wir eigentlich erwartet, dass jede Seite
gleich haufig, namlich zu 1/6 bzw. zu 16.7 % aufgetreten ware. Diese erwarteten Anteile nennt
man auch ERWARTETE RELATIVE HAUFIGKEITEN. Multipliziert man sie mit der Gesamtanzahl der
Wiirfe, hier mit 30, so erhalt man die ERWARTETEN (ABSOLUTEN) HAUFIGKEITEN. Demnach hatten
wir je 5 Mal die Augenzahlen 1 bis 6 erwartet und nicht 3, 8, 4, ... Diese Abweichungen schreiben
wir dem Zufall zu. Stutzig hatte uns womaglich gemacht, wenn z. B. die Seite mit 6 dreiBig Mal
und die anderen Seiten kein einziges Mal vorgekommen waren. Aber ab wann sollte uns die Sache
verdachtig vorkommen? Diese Frage wollen wir versuchen zu beantworten.

Fiir unsere Fragestellung wollen wir die Annahme priifen, ob der Krankenstandsbe-
ginn sich gleichmaBig {iber die Wochentage verteilt. Unter dieser Annahme miissten
von den insgesamt 300 Beginntagen 300/7 = 43.9 an jedem Wochentag auftreten, wir
wiirden also ca. 43 an jedem Tag erwarten.

In R kénnen wir eine entsprechende Tabelle erzeugen.

V V. V Vv VvV

erwH <- rep(300/7, 7)

residuum <- absH - erwH

erwH <- round(erwH, digits = 1)
residuum <- round(residuum, digits = 1)
cbind(absH, erwH, residuum)

MO
DI
MI
DO
FR
SA
S0

absH erwH residuum

96 42.9 53.1
60 42.9 17.1
51 42.9 8.1
45 42.9 2.1
30 42.9 -12.9

9 42.9 -33.9

9 42.9 -33.9
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Die Tabelle hat drei Spalten. In der ersten (absH) finden wir die tatsdchlich beobach-
teten Haufigkeiten fiir die einzelnen Wochentage, in der nédchsten (erwH) die erwar-
teten Héufigkeiten und in der letzten (residuum) die Differenz der ersten beiden
Spalten.

Wir sehen, dass die Differenzen zwischen —33 und 53 liegen. Wie beim fairen Wiir-
fel kénnen wir uns nun fragen, ob diese Abweichungen zufillig zustande gekommen
sind oder ob mehr dahinter steckt. Je gr6Ber die Abweichungen insgesamt sind, umso
weniger werden wir an Zufall glauben. Sind sie groB genug, dann werden wir die
Frage verneinen, dass die Beginntage der Krankenstdnde gleichméBig verteilt sind.
Aber wo ist die Grenze zwischen rein zufillig und nicht mehr durch reinen Zufall
erkldrbar? Hier kann uns die Statistik weiterhelfen.

m Statistische Tests — Hypothesen - p-Wert

Was ist noch Zufall und was nicht mehr?

Am Beginn steht immer eine Fragestellung, z.B. ob ein Wiirfel fair ist. Die Methode, die man
verwendet, um solch eine Frage zu beantworten, nennt man STATISTISCHEN TEST. Es gibt zwei
magliche Ergebnisse: Wir glauben entweder

m der Wiirfel ist fair oder

m der Wiirfel ist nicht fair.

Diese beiden Statements nennt man STATISTISCHE HYPOTHESEN. Die sogenannte NULLHYPOTHESE
(auch mit Hy bezeichnet) lautet:

m der Wiirfel ist fair oder
Hyp: alle Augenzahlen beim Wiirfeln sind gleich wahrscheinlich

Das logische Gegenteil ist die ALTERNATIVHYPOTHESE (oder Hy), die uns helfen soll, solche Annah-
men zu Gberprifen. Sie lautet:

m der Wiirfel ist nicht fair oder
H,: zumindest eine Augenzahl ist wahrscheinlicher als die anderen

Ein STATISTISCHER TEST hilft uns, eine Entscheidung zugunsten der Null- oder der Alternativhy-
pothese zu treffen. Man kann dabei eine Wahrscheinlichkeit angeben, ob beobachtete Daten fiir
die Nullhypothese sprechen. Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnet man als p-WERT. Die Entschei-
dungsregel lautet:

m st der p-Wert klein, glaubt man nicht an die Nullhypothese, man glaubt eher, dass die Alter-
nativhypothese zutrifft — der Wiirfel ist nicht fair.
m st der p-Wert groB, glaubt man an die Nullhypothese — der Wiirfel ist fair.

Im ersten Fall sagt man, die Nullhypothese wird (zugunsten der Alternativhypothese) verworfen,
im zweiten Fall sagt man, die Nullhypothese wird beibehalten.

Wann ist ein p-Wert groB bzw. klein?

Dies ist keine statistische Frage, sondern ein Frage der subjektiven Sicherheit. Ublicherweise
verwendet man einen Vergleichswert von 0.05 oder 0.01. Diese Festlegung wird SIGNIFIKANZNI-
VEAU (auch ) genannt. Ein Wert von 0.05 besagt, dass man sich in einem von 20 Fallen irrt und
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dass man die Nullhypothese verwirft, obwohl sie eigentlich zutreffend ist. Das heiBt, wenn man
sehr viele Versuche mit einem fairen Wiirfel durchfiihren wiirde, dann kdme man in 5 % zufallig
zu dem Ergebnis, dass der Wiirfel nicht fair ist, obwohl das eigentlich nicht stimmt (Abschnitt 6.9).

Wir registrieren Differenzen zwischen den beobachteten Héaufigkeiten und den Héu-
figkeiten, die wir erwarten wiirden, wenn die Nullhypothese giiltig wére. Aus diesen
Differenzen konnen wir uns eine einzelne Malzahl iiberlegen, die solche Abwei-
chungen beschreibt. Sie soll groB3 sein, wenn die Abweichungen grof sind, und
umgekehrt. Es gdbe natiirlich verschiedene Moglichkeiten, solch eine Mafizahl zu
konstruieren, die wichtigste stammt aber von Karl Pearson. Wir wollen sie einem
allgemeinen Sprachgebrauch nach Pearson X2 nennen.

Berechnung von X? bei eindimensionalen Haufigkeitsverteilungen

I (0 — )2
X2=y (0 — &) (6.1)
=

® 0;... beobachtete Hdufigkeit fiir die Kategorie j (o steht fiir observed)
® ¢;... erwartete Hiufigkeit fiir die Kategorie j (e steht fiir expected)
m /... Gesamtanzahl der Kategorien

Der X2-Wert gibt uns Auskunft iiber die GréBe der Abweichungen zwischen erwar-
teten und beobachteten Héufigkeiten. Anhand der Formel 6.1, in die ja die Differenz
oj — €j eingeht, sieht man, dass das X? mit der GréBe der Abweichungen steigt. Fiir
unser Beispiel (wie wir gleich sehen werden) ist dieser Wert X2 = 131.76. Nun sollte
uns dieser Wert einen Anhaltspunkt dariiber geben, ob die Abweichungen zwischen
den erwarteten und den beobachteten Haufigkeiten auffdllig sind (man sagt auch sta-
tistisch signifikant bzw. bedeutsam in dem Sinn, dass man eher nicht daran glaubt,
dass sich der Krankenstandsbeginn gleichmébBig iiber die Wochentage verteilt).
In R kénnen wir die Berechnung folgendermaBen durchfiihren:

> chisq.test(table(Wochentag))

Chi-squared test for given probabilities

data: table(Wochentag)
X-squared = 132, df = 6, p-value < 2.2e-16

Im Output finden wir drei Zahlen. Die erste, X-squared, gibt uns den Wert 131.76. Das
ist das vorher besprochene Pearson X? aus Formel 6.1. Der zweite Wert, df, bedeutet
FREIHEITSGRADE (aus dem Englischen degrees of freedom) und ist die Anzahl der
Kategorien minus 1 (df = J — 1). Die dritte Zahl, p-value, ist hier die wichtigste. Sie
gibt eine Wahrscheinlichkeit an und liegt daher zwischen 0 und 1. Sie gibt uns (sehr
vereinfacht gesagt) an, wie plausibel unsere Annahme ist, dass die Beginntage von
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Krankenstdnden gleichmédBig auf alle Wochentage verteilt sind. Diese Zahl ist hier
extrem klein', d. h., die Nullhypothese ist sehr unplausibel. Eine Interpretation des
Ergebnisses konnte so aussehen.

Fallbeispiel 1: Der ,blaue Montag”: Interpretation

Die letzte Ausgabe und die Schlussfolgerungen, die wir daraus gezogen haben, bediir-
fen einiger zusitzlicher Erlduterungen. (In Abschnitt 6.9 am Ende dieses Kapitels
werden die theoretischen Grundlagen ausfiihrlicher beschrieben.)

Zunidchst ist Thnen vielleicht der Unterschied aufgefallen, dass wir die beiden
Begriffe X 2 (X-Quadrat) und x2 (Chi-Quadrat) verwendet haben. Der Grund ist, dass
man zwischen X2, einer Zahl, die aus beobachteten Daten errechnet wurde, und
Chi-Quadrat, einer theoretischen GroBe, unterscheiden sollte (eine ausfiihrlichere
Erklarung gibt der erwdhnte Abschnitt 6.9).

Der Begriff Freiheitsgrade wird uns noch 6fter begegnen. Vereinfacht gesagt die-
nen Freiheitsgrade dazu, den p-Wert zu bestimmen. Freiheitsgrade werden auch im
Abschnitt 6.9 ndher erklart.

Der dritte Begriff, p-value oder p-Wert, ist wie erwdhnt der wichtigste Wert, wenn
es darum geht, eine (statistische) Fragestellung zu beantworten bzw. die Giiltigkeit
einer Annahme zu evaluieren. Wir haben hier nicht den Wert 2.2e-16, der in der
Ausgabe stand, verwendet, sondern p < 0.001. Das ist eine Geschmacksfrage, aber
der leichteren Lesbarkeit halber haben wir uns fiir die obige Variante entschieden.
Der angegebene Wert heif3t ja, dass in weniger als 1 von 1000 Féllen ein solches oder
noch extremeres Ergebnis zufillig zu erwarten ist, und das deutet ja schon an, dass
die Giiltigkeit der Nullhypothese sehr unplausibel ist.

m Wie interpretiert man ein Ergebnis?

Zweck einer Interpretation ist das Zusammenfihren von technischen Ergebnissen eines statisti-
schen Verfahrens mit den inhaltlichen Aspekten der Fragestellung, fiir die man die statistische
Methode verwendet hat. Es gibt keine exakten, allgemeingiiltigen Regeln, wie man ein Ergebnis

1 R verwendet bei sehr kleinen oder sehr groBen Zahlen (was sehr grof ist, hdngt von den
Programmvoreinstellungen ab) die Exponentialdarstellung. Dabei bedeutet z.B. 1.0e+3 =
1-10% = 1000 oder wie in unserem Beispiel 2.2e-16 = 2.2.10~16 = 0.000000000000000221.
Es ,rutscht” also das Dezimalzeichen im ersten Beispiel um 3 Stellen nach rechts und im
zweiten um 16 Stellen nach links.
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interpretiert. Die genaue Lange und Form hangt davon ab, fiir welchen Zweck man eine Interpre-

tation erstellt. Manche wissenschaftliche Zeitschriften oder Institutionen geben gewisse Formvor-

lagen oder Richtlinien. Im Allgemeinen sollte eine Interpretation aus zwei Teilen bestehen, aus
einem technischen und einem inhaltlichen.

W TECHNISCHE INTERPRETATION: Hier wird oft die Nullhypothese (eventuell auch Alternativhypo-
these) formuliert, welches statistische Verfahren (eventuell auch warum) angewendet wurde.
Ebenso gibt man Kennzahlen des speziellen statistischen Verfahrens und den p-Wert sowie
das Signifikanzniveau, das man verwendet hat, an. Es sollte auch erwahnt werden, ob die
Nullhypothese verworfen oder beibehalten wird.

B [NHALTLICHE INTERPRETATION: Was bedeutet das technische Ergebnis. Die Fragestellung wird
beantwortet und es werden wichtige beschreibende Fakten (wie z. B. Prozentsatze) angege-
ben.

Je nach Fragstellung und Methode wird eine Interpretation anders aussehen. Beispiele konnen Sie
den Kasten Interpretation entnehmen, die immer am Ende der Analyseabschnitte in diesem Buch
angefiihrt werden.

Das Ergebnis des Fallbeispiels 1, wie wir es bisher analysiert haben, deutet darauf
hin, dass zu Wochenbeginn sich mehr Leute krank schreiben lassen als wihrend des
Rests der Woche. Ist das also ein Beleg fiir den ,,blauen Montag“? Ganz so einfach
wird es wohl nicht sein. Es wurde bisher nicht in Betracht gezogen, dass man auch
am Wochenende erkranken kann, die Krankenstandsmeldung aber erst zu Wochen-
beginn erfolgt. Dies soll im Folgenden beriicksichtigt werden.

Fallbeispiel 1: Der ,blaue Montag" (Teil 2)

Gibt es Unterschiede in der Anzahl der Krankenstandsmeldun-
gen zwischen der ersten und der zweiten Wochenhilfte?

Diese Frage lésst sich auf Grund der bisherigen Uberlegungen leicht beantworten, wir
miissen nur die Daten (die erhobenen Wochentage) in zwei Kategorien einteilen und
dann den Test anstatt fiir die einzelnen Wochentage nun fiir die Wochenabschnitte
durchfiihren. In R wiirden wir folgendermaBen vorgehen:

Zundchst erzeugen wir eine neue Variable Wochenhaelfte mittels der Funktion
ifelse(). Diese Funktion erlaubt die Erstellung einer neuen Variable mit zwei Wer-
ten, je nachdem, ob eine Bedingung erfiillt ist oder nicht. In unserem Beispiel wird
fiir jeden Wert von Wochentag gepriift, ob er in der Menge der Werte SA bis DI ent-
halten ist (Operator %in%). Wenn ja, dann hat die neue Variable Wochenhaelfte den
Wert "SA-DI", wenn nein, dann "MI-FR".
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> Wochenhaelfte <- ifelse(Wochentag %in% c("SA",
+ IISOII , IIMDII R IIDI II) . IISA_DIII N IIMI_FRII)

Eine Darstellung der Haufigkeiten sowie den Chi-Quadrat-Test erhalten wir mittels

> table(Wochenhaelfte)
> ct <- chisq.test(table(Wochenhaelfte))

Wochenhaelfte
MI-FR SA-DI
126 174

Chi-squared test for given probabilities

data: table(Wochenhaelfte)
X-squared = 7.68, df = 1, p-value = 0.005584

Fallbeispiel 1: Der ,blaue Montag"”: Interpretation (Teil 2)

Nicht berticksichtigt wurde, dass die beiden Wochenhilften unterschiedlich viele
Tage umfassen. Wie man so etwas in eine Analyse miteinbezieht, wird im nédchsten
Abschnitt behandelt.

Da wir die Variablen aus dem Data Frame kstand, auf die wir uns wir uns vorher
mit attach(kstand) direkten Zugriff verschafft haben, nicht mehr benétigen, 16sen
wir diese Zugriffsmoglichkeit mit dem Befehl detach() wieder auf.

> detach(kstand)
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Wenn man mittels attach() einen Data Frame einer R Session zuordnet, also dann
direkt die Variablennamen verwenden kann, ohne den Data Frame angeben zu miis-
sen, dann sollte man nicht vergessen, diese Zuordnung mittels detach() wieder auf-
zuheben. Der Grund dafiir ist, dass eventuell zwei gleiche Variablennamen in zwei
verschiedenen Data Frames verwendet werden und nur jener aus dem zuletzt zuge-
ordneten Data Frame zur Verfiigung steht. R gibt dann zwar eine Meldung aus, trotz-
dem kann das leicht zu Fehlern fithren, die man besser vermeidet.

6.3 Entsprechen Haufigkeiten bestimmten Vorgaben?

Im Abschnitt 6.2 haben wir uns mit der Frage beschéftigt, ob beobachtete Haufig-
keiten fiir Kategorien einer Variable mit der Hypothese in Einklang stehen, dass in
Wirklichkeit alle Kategorien gleich wahrscheinlich sind. Wir wollen diese Problem-
stellung nun insofern erweitern, als die Anteile fiir Kategorien unterschiedlich spezi-
fiziert sein konnen. Nehmen wir an, eine Variable hétte drei Kategorien. Wir kénnten
priifen, ob alle Kategorien zu je 1/3 vorkommen. Nun wollen wir den Fall untersu-
chen, ob zum Beispiel in der ersten Kategorie 50 %, in der zweiten 35 % und in der
dritten 15 % vorkommen. Die dabei gestellte statistische Frage ist, ob die Anteile von
einzelnen Kategorien in einer Stichprobe den tatsdchlichen Anteilen in der Popula-
tion entsprechen. Wir wir sehen werden, ist die statistische Methode zur Beantwor-
tung solcher Fragen sehr dhnlich zum ersten Abschnitt. Eine typische Anwendung,
wie sie in der Praxis haufig vorkommt, wird in Fallbeispiel 2 dargestellt.

Fallbeispiel 2: Reprasentativitat einer Stichprobe




6.3 Entsprechen Haufigkeiten bestimmten Vorgaben?

Familientyp Haufigkeit ~ Prozent
Ehepaare ohne Kinder 42 21
Ehepaare mit Kindern 98 49
Lebensgemeinschaft ohne Kinder 6 3
Lebensgemeinschaft mit Kindern 20 10
Alleinerziehende Elternteile 34 17
Gesamt

Ist die Stichprobe reprasentativ fiir die Population beziiglich der
Familienstruktur?

Wie schon zuvor (Abschnitt 6.2) beginnen wir die Analyse mit einer Darstellung der
Daten.

6.3.1 Numerische und grafische Beschreibung

Wir werden, wie im vorigen Abschnitt, wieder eine Haufigkeitstabelle erstellen. Da
hierzu aber kein Datenfile zur Verfiigung steht, miissen wir die Tabelle selbst erzeu-
gen. Zundchst wollen wir die Variable fiir die beobachteten Haufigkeiten, FbeobH,
generieren, wobei wir die Bezeichnungen fiir die einzelnen Kategorien gleich mitde-

finieren kénnen.

> FbeobH <- c("Ehepaare ohne Kinder" = 42,
+  "Ehepaare mit Kindern" = 98,

+ "Lebensgemeinschaft ohne Kinder" = 6,
+ "Lebensgemeinschaft mit Kindern" = 20,
+ "Alleinerziehende Elternteile" = 34)

Die Funktion c¢() (combine) haben wir schon kennengelernt. Sie dient dazu, einen
Vektor zu erzeugen. Wir kénnen aber auch gleichzeitig den einzelnen Elementen
dieses Vektors Namen zuordnen. In unserem Beispiel sind die Namen unter Anfiih-
rungszeichen gesetzt. Das ist im Allgemeinen nicht notwendig, allerdings enthalten
unsere Namen Leerzeichen, die R in diesem Fall falsch interpretieren wiirde. Daher
miissen wir diese Namen mit Anfithrungszeichen versehen.

Als Néchstes erzeugen wir noch einen Vektor mit den dazugehorigen Prozentwer-
ten

> FbeobP <- FbeobH/sum(FbeobH) * 100
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Wenn wir eine Tabelle aus diesen beiden Variablen erzeugen wollen, bietet es sich
an, eine Matrix zu erstellen (wir wollen sie Familientyp nennen) und den beiden
Spalten noch einen Namen zu geben.

> Familientyp <- cbind(FbeobH, FbeobP)
> colnames(Familientyp) <- c("Haufigkeit", "Sample %")
> Familientyp

Hiufigkeit Sample %

Ehepaare ohne Kinder 42 21
Ehepaare mit Kindern 98 49
Lebensgemeinschaft ohne Kinder 6 3
Lebensgemeinschaft mit Kindern 20 10
Alleinerziehende Elternteile 34 17

Diese Tabelle entspricht jener aus Fallbeispiel 2. Sie enthélt zwar die gesamte Infor-
mation zur Stichprobe, aber hinsichtlich der Fragestellung wiére es giinstiger, auch
noch die Zahlen aus der gesamten Gsterreichischen Bevolkerung hinzuzufiigen. Man
bekdme dann gleich einen Eindruck, wie dhnlich oder undhnlich die Prozente aus
der Population und der Stichprobe sind.

Wir fiigen also die Prozentwerte der Population zu der Tabelle hinzu. Dazu defi-
nieren wir eine Variable FpopP und tragen die Werte ein, wie sie im Fallbeispiel 2
angegeben sind, und fiigen sie zu der Matrix Familientyp mittels cbind () hinzu.

> FpopP <- c(31.2, 42.4, 7.3, 6.1, 13.0)
> Familientyp <- cbind(Familientyp, "Pop. %" = FpopP)

Hiufigkeit Sample % Pop. %

3

Ehepaare ohne Kinder 42 21 31.2
Ehepaare mit Kindern 98 49 42.4
Lebensgemeinschaft ohne Kinder 6 3 7.3
Lebensgemeinschaft mit Kindern 20 10 6.1
Alleinerziehende Elternteile 34 17 13.0

Man erkennt, dass die Prozentsitze differieren. Es fdllt auf, dass generell Familien
mit Kindern stirker in der Stichprobe vertreten sind als jene ohne Kinder. Da die
Umfrage zum Thema einer GesetzesmaBnahme zur speziellen Forderung von Fami-
lien mit Kindern stattfand, konnte eventuell die Bereitschaft zur Beantwortung bei
solchen Personen grofer gewesen sein, die in einer Familie mit Kindern leben. Auch
die Wahrscheinlichkeit, solche Personen eher zu Hause am Festnetz zu erreichen,
konnte eine Rolle gespielt haben.
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Darstellung verschiedener Variablen in einer Grafik

Zur grafischen Beschreibung der Daten aus Fallbeispiel 2 bieten sich GRUPPIERTE
BALKENDIAGRAMME an. Sie sind eine Erweiterung der Balkendiagramme aus
Abschnitt 6.2.2. Bei gruppierten Balkendiagrammen werden mehrere kategoriale
Variablen gleichzeitig oder eine kategoriale Variable aufgeschliisselt nach verschie-
denen Gruppen dargestellt (im Detail gehen wir darauf in Kapitel 9 ein).

In R erhalten wir ein gruppiertes Balkendiagramm ganz einfach, indem wir zu
dem vorher schon in Abschnitt 6.2.2 beschriebenen Befehl barplot() die Option
beside = TRUE hinzufiigen. Natiirlich miissen wir auch die beiden Vektoren fiir
Stichproben-Prozent und Populations-Prozent, die in der Matrix Familientyp in
den Spalten 2 und 3 stehen, angeben. SchlieSlich erzeugen wir noch eine Legende
mit der Option (legend) und skalieren die y-Achse mittels ylim, um Platz fiir die
Legende zu schaffen.

> barplot(Familientyp[,2:3], beside = TRUE,
+ legend = rownames(Familientyp), ylim = c(0,70))

Das so hergestellte gruppierte Balkendiagramm findet sich in » Abbildung 6.4. Fiir
Publikationen, Berichte oder Prasentationen konnte man diese Grafik noch schoner
machen, z. B. die SchriftgroBen dndern. Gerade was die Erzeugung hochwertiger Gra-
fiken betrifft, ist R sehr méchtig. Eine detaillierte Darstellung aller Moglichkeiten
wiirde den Rahmen sprengen (einige finden sich in Abschnitt 5.2).

> Abbildung 6.4 ist zum Vergleich der Prozentsitze aus der Stichprobe und der
Population dennoch ganz gut geeignet. Man kann sehr schon die Unterschiede und

o _
~
B Ehepaare ohne Kinder
o _| O Ehepaare mit Kindern
© O Lebensgemeinschaft ohne Kinder
O Lebensgemeinschaft mit Kindern
g - O Alleinerziehende Elternteile
o _|
<
o |
(<2}
o
8V}
o
o
Sample % Pop. %

Abbildung 6.4: Gruppiertes Balkendiagramm fiir die Prozentwerte aus einer Stichprobe und der Population

169



Eine kategoriale Variable

170

deren GroBenordnung erkennen. Es verstarkt sich der Eindruck, den wir schon aus
der Tabelle auf Seite 168 gewonnen haben. In der Stichprobe sind jene Befragten
iiberproportional vertreten, die in Familien mit Kindern leben. Gegenteiliges gilt fiir
Ehepaare ohne Kinder, die in der Stichprobe unterreprésentiert sind. Die Frage ist
jetzt, sind diese Unterschiede bedeutsam oder nur auf Zufall zuriickzufiihren.

6.3.2 Statistische Analyse der Problemstellung

Ganz dhnliche Uberlegungen, wie wir sie schon im Abschnitt 6.2.3 angestellt haben,
treffen auch hier zu. Allerdings ist die Annahme jetzt nicht, dass alle Kategorien
gleich hédufig vorkommen (Nullhypothese), sondern dass sie in bestimmter Weise
festgelegt sind. In unserem Beispiel, der Frage nach Représentativitit der Stichprobe,
sind die festgelegten Anteile jene der Familientypen in der Population. Wir kon-
nen zwar die Formel (6.1) verwenden, aber wir miissen die erwarteten Haufigkeiten
anders bestimmen.

Wir kennen die Anteile in der Population, namlich 0.312 fiir Ehepaare ohne Kin-
der, 0.424 fiir Ehepaare mit Kindern etc. Wir kénnen aus diesen jene Haufigkeiten
bestimmen, die wir erwarten wiirden, wenn in der Stichprobe der 200 Personen die
Stichprobenhéufigkeiten mit den Populationswerten iibereinstimmen wiirden. Wir
miissen dazu nur die Populationsanteile mit der Stichprobengréfe 200 multiplizie-
ren. Wenn wir eine beziiglich der Familienstruktur reprasentative Stichprobe hétten,
dann miissten 200 x 0.312 = 62.4, also 62 Befragte, der Kategorie Ehepaar kinderlos
angehoren. Allgemein gilt

Berechnung von erwarteten Haufigkeiten

ej== nnj [6'2]

B ¢;... erwartete Hiufigkeit fiir die Kategorie j

® n...StichprobengréfBe

m 7;...relative Haufigkeit in der Population
(Wahrscheinlichkeit fiir Kategorie j)

Die weiteren Schritte sind analog zu Abschnitt 6.2.3. Wenn die Abweichungen zwi-
schen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten zu groB3 werden, verwerfen wir die
Nullhypothese, dass die beobachteten Werte mit den erwarteten iibereinstimmen.
Die Abweichungen werden dann nicht mehr dem Zufall zugeschrieben, sondern man
glaubt an einen systematischen Unterschied.

Die Berechnung des Tests in R erfolgt tiber

> chisq.test(Familientypl[,1],
+ p = Familientyp[,3]/sum(Familientyp[,3]))

Der Unterschied zur Spezifikation auf Seite 162 besteht darin, dass i) die Variable
Familientyp[,1] schon tabellierte Werte, also Hdufigkeiten, enthélt und daher der
table ()-Befehl nicht mehr benétigt wird, und ii) dass die erwarteten relativen Hau-
figkeiten tiber die Option p angegeben werden.



6.3 Entsprechen Haufigkeiten bestimmten Vorgaben?

Chi-squared test for given probabilities

data: Familientypl[, 1]
X-squared = 21.2, df = 4, p-value = 0.0002840

Wie wir am p-Wert sehen, ist die Plausibilitdt der Nullhypothese sehr klein. Daher
verwerfen wir die Annahme, dass die Stichprobenanteile der einzelnen Familientyp-
Kategorien jenen in der Population entsprechen.

Fallbeispiel 2: Reprasentativitat: Interpretation

Am Ende des vorigen Abschnitts (Abschnitt 6.2), als wir die Beginntage von Kran-
kenstdnden untersuchten, hatten wir gemutmaBt, dass das signifikante Ergebnis beim
Vergleich der beiden Wochenhalften méglicherweise darauf zuriickzufiihren ist, das
die beiden Wochenhilften einmal 3 und einmal 4 Tage umfassten. Basierend auf
den Uberlegungen dieses Kapitels, kénnen wir das beriicksichtigen. Anstatt anzu-
nehmen, dass die erwarteten Haufigkeiten der Krankenstandsmeldungen in den bei-
den Wochenhilften gleich sind, spezifizieren wir die erwarteten Anteile proportional
zur Anzahl der Tage in den beiden Wochenhalften, also 3/7 fiir "MI-FR" und 4/7 fiir
"SA-DI". Wir erhalten den adaptierten Test mit

> chisq.test(table(Wochenhaelfte), p = c(3/7, 4/7))

Chi-squared test for given probabilities

data: table(Wochenhaelfte)
X-squared = 0.09, df = 1, p-value = 0.7642

Das Ergebnis hat sich dramatisch veréndert. Der X2-Wert ist nun sehr klein, was auf
eine groBe Ubereinstimmung von beobachteten und erwarteten Haufigkeiten hindeu-
tet, und der p-Wert ist groBl geworden. Insgesamt gibt es also wenig Evidenz dafiir,
dass Erkrankungen sich zu Wochenbeginn hédufen (es spricht also nicht sehr viel fiir
den bertihmten ,,blauen Montag").

Die Interpretation dieses Ergebnisses konnte folgendermalen lauten: Der Chi-
Quadrat-Test ergab, dass die Nullhypothese, nach der die Héufigkeiten des Beginns
von Krankenstdnden proportional zur Anzahl der Tage in den beiden Wochenhalf-
ten ("MI-FR" und "SA-DI") verteilt sind, beizubehalten ist (X2 = 0.09, df =1,
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p = 0.764). Demnach gibt es in keiner der beiden Wochenhilften iiberproportional
viele Krankschreibungen.

6.4 Hat ein Prozentsatz (Anteil)
einen bestimmten Wert?
Bisher haben wir untersucht, wie man analysieren kann, ob Héufigkeiten bzw.

Anteile mehrerer Kategorien bestimmten Vorgaben entsprechen. Jetzt wollen wir
uns auf einzelne Kategorien konzentrieren.

Fallbeispiel 3: Glaube an paranormale Phanomene

Glaube an Prozent

AuBersinnliche Wahrnehmung 4
Hauser, in denen es spukt 37
Geister 32
Telepathie 31
Hellsehen 26
Astrologie 25
Totenbeschworung 21
Hexen 21
Wiedergeburt 20
Spiritismus 9

War der Glaube an paranormale Phanomene bei Amerikanern
zwischen 2001 und 2005 ricklaufig?

Wenn man die Daten einer einzelnen Kategorie analysieren mdchte, dann kann man
im Wesentlichen die gleichen Methoden verwenden wie in den vorhergehenden
Abschnitten 6.2.3 und 6.3.2. Man muss sich nur vor Augen halten, dass es fiir diese
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6.4 Hat ein Prozentsatz (Anteil) einen bestimmten Wert?

einzelne Kategorie eigentlich zwei Mdglichkeiten gibt, ndmlich trifft zu bzw. trifft
nicht zu. Wenn man also eine einzelne Kategorie untersucht, dann verhilt sich diese
wie eine ,neue“ Variable mit zwei Kategorien. Auf das Fallbeispiel 3 iibertragen
bedeutet dies ,,Glaube an zumindest ein paranormales Phanomen“ und ,,Glaube an
keines*.

Numerische und grafische Beschreibung

Zur numerischen Beschreibung wird es wohl gentigen, eine Haufigkeitstabelle wie
in Abschnitt 6.2.1 zu erstellen oder die Zahlen einfach anzugeben.

Als grafische Darstellung bietet sich wieder ein Balkendiagramm an. In Analogie
zu Abschnitt 6.2.2 kann es folgendermalen erstellt werden. Das Resultat findet sich
in » Abbildung 6.5.

> para <- c(ja = 0.73, nein =1 - 0.73)
> barplot(para)

Etwas schoner wird die Grafik, wenn man einige Plotparameter dndert: Mittels ylim
= c(0, 1) skaliert man die y-Achse auf das Intervall 0 bis 1, durch width = c(0.5,
0.5) kann man die Balken etwas schmaler machen. Das geht aber nur in Kombination
mit einer Anderung der Achsenskalierung der horizontalen Achse, die wir mit x1im
= c(0, 1.5) spezifizieren.

Mit dem modifizierten R-Befehl

> barplot(para, ylim = c(0, 1), width = c(0.5, 0.5),
+ xlim = ¢(0, 1.5))

erhalten wir die modifizierte Grafik (» Abbildung 6.6).
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Abbildung 6.5: Balkendiagramm fiir Glaube an paranormale Phanomene
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Abbildung 6.6: Modifiziertes Balkendiagramm fiir Glaube an paranormale Phdnomene
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Abbildung 6.7: Gestapeltes Balkendiagramm mit Referenzlinie

Allerdings interessiert flir die Fragestellung eigentlich nur die Kategorie ja.
Dazu konnte man ein gestapeltes Balkendiagramm verwenden (diese werden in
Abschnitt 7.1.2 genauer erkldrt). Und man mochte vielleicht auch noch die 76 %-
Rate aus dem Jahr 2001 miteinbeziehen. Das Resultat konnte so aussehen (» Abbil-
dung 6.7): Die dazu notwendigen R-Befehle sind



6.4 Hat ein Prozentsatz (Anteil) einen bestimmten Wert?

> bb <- barplot(as.matrix(para), ylim = c(0, 1),

+ width = 0.2, xlim = ¢(-0.2, 0.6), legend = names(para),
+ main = "Glaube an paranormale Ph&nomene")
> lines(c(bb - 0.15, bb + 0.15), c(0.76, 0.76),
+ 1ty = "dashed", col = "blue", lwd = 1.5)

Neben den vorher schon beschriebenen Optionen ylim, width und x1im werden noch
legend und main verwendet. Mit legend = names(para) kann man eine Legende fiir
die Kategorien der gezeichneten Variable anfordern und mit main wird ein Titel aus-
gegeben. Die gestrichelte Linie zeichnen wir mit dem lines()-Befehl.

Die Grafik in » Abbildung 6.7 ist keine Standard-R-Grafik und ihre Erstellung ist
ein wenig komplizierter als das bisher Beschriebene. Wie wollen die Vorgehensweise
dennoch beschreiben, um zu zeigen, wie man auch speziellere Grafiken herstellen
kann. Das Folgende kann aber beim ersten Lesen iibersprungen werden. Wenn man
die Funktion barplot() und gleichzeitig eine Ausgabe anfordert (wie hier in bb),
dann wird die Grafik (trotzdem) gezeichnet, aber in das Ausgabeobjekt (also hier
bb) werden die x-Werte fiir die Mitte der Balken gespeichert. Das kann man sich
zunutze machen, wenn man weitere Elemente zur Grafik hinzufiigen méchte, aber
die Koordinaten nicht weil.

In unserem Beispiel bendtigen wir das fiir die gestrichelte Linie, die den Wert der
Nullhypothese beschreibt. Mit 1ines() kénnen wir eine Linie zeichnen. Die ersten
Werte Spezifikationen in 1ines () geben die x-Werte und die y-Werte jener Punkte an,
die mit einer Linie verbunden werden sollen, also x1, x2 und y1, y2. Die y-Werte sind
klar, sie beschreiben den Wert der Nullhypothese, ndmlich 0.76. Sie werden mit dem
Vektor ¢(0.76, 0.76) definiert. Die x-Werte erhalten wir so: bb ist der Mittelpunkt
des Balkens, die Breite haben wir mit width = 0.2 festgelegt. Wenn wir von bb ausge-
hen und die halbe Balkenbreite (fiir einmal nach links und einmal nach rechts) dazu
zdhlen, dann erhalten wir die x-Werte fiir eine Linie, die genau innerhalb des Balkens
liegt. Wir geben noch einen kleinen Wert (0.05) dazu, damit die Linie tiber den Bal-
ken hinausragt. Der Vektor fiir die x-Werte wird also mit c(bb - 0.15, bb + 0.15)
spezifiziert. SchlieBlich soll die Linie gestrichelt (1ty = ’dashed’, 1ty steht fiir line
type) und blau (col = ’blue’, col steht fiir colour) sein und aulerdem mdéchten wir
sie ein wenig dicker (lwd = 1.5, 1wd steht fiir line width, 1.5 heifit 1.5 Mal so dick
wie die Standarddicke).

Man sieht, dass die Zustimmungsrate zur Existenz paranormaler Phidnomene
sich nicht sehr verdndert hat. Die entsprechende statistische Methode im nédchsten
Abschnitt wird uns dariiber Aufschluss geben, ob diese Rate tatsdchlich niedriger ist
oder nicht.

6.4.1 Statistische Analyse der Problemstellung

Die Frage, die wir untersuchen wollen, lautet: War der Glaube an paranormale Pha-
nomene bei Amerikanern zwischen 2001 und 2005 riickldufig? Ubersetzt in eine sta-
tistische Fragestellung, konnte man das auch so formulieren: Ist die relative Hau-
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figkeit des Glaubens an die Existenz mindestens eines Phdnomens im Jahr 2005 (in
Wirklichkeit) niedriger als die entsprechende relative Haufigkeit aus dem Jahr 2001.

Als statistische Hypothesen formuliert:

Nullhypothese Hg: 7 = 0.76

Die relative Haufigkeit der Zustimmung 2005, n, entspricht der relativen Héaufig-
keit der Zustimmung 2001 (g = 0.76).

Alternativhypothese Ha: 7 < 0.76

Die relative Haufigkeit der Zustimmung 2005, 7, ist kleiner als die relative Hau-
figkeit der Zustimmung 2001 (g = 0.76).

Allgemein wiirde man schreiben:

Hypothesen beim Test eines Anteils

Ho: 7 = g (Nullhypothese)
Hp: 7w < mp (Alternativhypothese)

®m 7 ... die unbekannte tatsdchliche Haufigkeit der Zustimmung 2001.
(Da wir sie nicht kennen, aber etwas tiber sie wissen wollen, verwen-
den wir fiir sie bei der Berechnung r, die beobachtete relative Héufig-
keit aus der Stichprobe.)

®m 7g...der Wert, den wir kennen (oder den wir festlegen) und gegen den
wir priifen wollen. In unserem Beispiel ist er 0.76.

Die statistische Problemstellung ist von der Idee her gleich, wie wir sie schon in
Abschnitt 6.2.3 kennengelernt haben:

Wir gehen davon aus, dass in Wirklichkeit die relative Haufigkeit der Zustimmung
2005 jener aus dem Jahr 2001 entspricht, dass also tatsdchlich Hy gilt.

Wir sammeln Daten aus einer Stichprobe (fiir das Jahr 2005), berechnen die rela-
tive Haufigkeit r (sie ist die beste Information, die wir fiir das unbekannte 7 haben)
und vergleichen sie mit jener Zahl, die wir kennen, ndmlich 0.76. Allgemein kon-
nen wir g statt 0.76 einsetzen.

Da wir ja eine Zufallsstichprobe verwenden, wird r nicht genauso grofl wie = sein,
sondern ein wenig abweichen. Wenn die Abweichung aber zu grof wird, dann
werden wir nicht glauben, dass Hy gilt, sondern eher Hy.

Die Priifmethode zur Entscheidung, welche der beiden Hypothesen zutrifft, nen-
nen wir statistischen Test.

Im Unterschied zum Chi-Quadrat-Test aus Abschnitt 6.2.3 und 6.3.2, wo wir abso-
lute Haufigkeiten (beobachtete und erwartete) verglichen haben, beschiftigen wir
uns jetzt mit Anteilen oder relativen Héufigkeiten (auch beobachtete, ndmlich r,
und erwartete, ndmlich 7g). Der Test, den wir jetzt verwenden werden, heilit EIN-
STICHPROBEN-TEST FUR ANTEILE bzw. BINOMIAL-TEST. Beide Tests priifen die glei-
che Nullhypothese, unterscheiden sich aber in den Details ihrer Berechnung (und
beziiglich ihrer mathematisch-statistischen Eigenschaften). Doch dazu noch spéter.

In R fiithren wir den Ein-Stichproben-Test fiir Anteile folgendermaBen durch: Die

beobachtete Haufigkeit ist



6.4 Hat ein Prozentsatz (Anteil) einen bestimmten Wert?

> beobH <- round(0.73 * 1008)
> beobH

[1] 736

Aus den Angaben von Gallup (siehe Fallbeispiel 3) wissen wir nur, dass 73% von
n = 1008 Befragten zumindest an ein paranormales Phdnomen glauben. Wir multi-
plizieren also die relative Haufigkeit 0.73 mit 1008, der Stichprobengréfie, um die
beobachtete Haufigkeit zu erhalten. Zusétzlich runden wir noch auf eine ganze Zahl,
also round (0.73%1008).

Fiir unsere Berechnung miissen wir in der Funktion prop. test folgende fiinf Argu-
mente spezifizieren:

> prop.test(beobH, 1008, p = 0.76, alternative = "less",
+ correct = FALSE)

B Das erste Argument muss die beobachtete Héufigkeit des Werts (der Kategorie)
sein, die wir iiberpriifen wollen.

®m Das zweite Argument ist die StichprobengroBe.

m Der dritte zu spezifizierende Wert ist der Wert, gegen den wir priifen wollen, also
jener der Nullhypothese bzw. 7. Hier: p=0.76

B Dann geben wir an, ob es sich um einen zweiseitigen oder einseitigen Test handelt
(die Begriffe zweiseitig bzw. einseitig werden in » Exkurs 6.6 besprochen). Je nach
Fragestellung spezifizieren wir fiir die Option alternative entweder "less" oder
"greater" bzw. "two.sided" (die Voreinstellung, die verwendet wird, wenn man
nichts angibt). Hier verwenden wir "less", weil wir ja priifen wollen, ob sich die
Zustimmung verringert hat.

m SchlieBlich setzen wir noch correct = FALSE. Diese Option ist standardméaBig auf
TRUE gesetzt und wiirde bei der Berechnung eine Kontinuitéatskorrektur verwen-
den. Eine solche ist dann sinnvoll, wenn die zu priifende Variable (hier Glaube an
mindestens ein paranormales Phédnomen) eigentlich metrisch ist und nur durch
Gruppierung der Werte kategorial gemacht wurde. Das ist hier aber nicht der Fall.

Wir erhalten

1-sample proportions test without continuity correction

data: beobH out of 1008, null probability 0.76
X-squared = 4.92, df = 1, p-value = 0.01326
alternative hypothesis: true p is less than 0.76
95 percent confidence interval:

0.000 0.753

sample estimates:
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p
0.73

Neben den Angaben, welche Variablen bzw. Werte wir in der Funktion angege-
ben haben, finden wir den Wert, den wir fiir die Ho spezifiziert haben (null
probability 0.76), sowie neben X? und df den p-Wert. Dieser ist 0.01457 und
damit wesentlich kleiner als 0.05. Wir verwerfen daher die Nullhypothese. Zur wei-
teren Information gibt R auch noch die Spezifikation fiir die Alternativhypothese
(alternative hypothesis: true p is less than 0.76) sowie die relative Haufig-
keit aus der Stichprobe (sample estimates) aus. Die weitere Ausgabe (95 percent
confidence interval) bezieht sich auf eine andere inferenzstatistische Methode,
die wir im (ndchsten) Abschnitt 6.5 behandeln werden.

Fallbeispiel 3: paranormale Phanomene: Interpretation

Es gibt, wie oben erwidhnt, einen zweiten Test, den man zur Beantwortung der for-
mulierten Nullhypothese verwenden kann, den Binomial-Test. Wahrend die Funk-
tion prop.test () die Berechnung iiber die x2-Verteilung durchfiihrt, verwendet der
Binomialtest die sogenannte Binomialverteilung zur Berechnung der Wahrschein-
lichkeit fiir das Zutreffen von Null- bzw. Alternativhypothese. Dieser Test berech-
net die ,,exakten” Wahrscheinlichkeiten und ist bei kleinen Stichproben zu bevorzu-
gen. Allerdings kann bei groBlen Stichproben der Rechenaufwand erheblich werden
und dann ist es einfacher, Methoden zu verwenden, die den p-Wert moglichst genau
approximieren. Je gréfer die Stichprobe ist, umso besser ist die Approximation (eine
Faustregel besagt, dass der Wert sowohl von n-wg als auch n-(1—mg) gréBer als 10 sein
soll). Die Approximationen beruhen auf der Grundidee, den p-Wert so zu berechnen,
als ob man unendlich viele Stichproben gezogen héitte. Man nennt den p-Wert dann
auch asymptotischen p-Wert. Die Grundideen hierfiir werden im Abschnitt 6.9 er-
ldutert.

In unserem Beispiel ist die Stichprobe relativ groB und daher ist das Ergebnis
des (asymptotischen) Ein-Stichproben-Tests recht genau. Zur Illustration, wollen wir
dennoch auch den (exakten) Binomial-Test anwenden. Die Spezifikation und auch
der Output unterscheiden sich nicht wesentlich. Statt prop.test() verwendet man
binom.test ().

> binom.test(beobH, 1008, p = 0.76, alternative = "less")




