2.8 Kointegration und Fehlerkorrekturmodelle

Seien Y] ; und Y5 ; zwei instationdre Zeitreihen mit unit root. Die
beiden Zeitreihen heilBen kointegriert, wenn eine Linearkombination
der beiden Prozesse stationar ist:

B1Y1 ¢+ B2Yo r + B3 = uy

wobei u; ein kovarianzstationarer Prozess ist mit E(u;) = 0.

Die Kointegrationsbeziehung hat eine fiir die Vorhersage interes-
sante Interpretation: egal welcher ,,gap” u; zu einem bestimmten
Zeitpunkt beobachtet wurde, wird sich der ,,gap” langfristig schlie-
Ben, da u; ein stationarer Prozess mit Niveau 0 ist:
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Kointegration

B1Y1 441+ B2Yo p41 + B3 = upy; — O

e Ware wu; ein instationarer Prozess, so hatte er nicht die Eigen-
schaft, zu 0 zuriickzukehren, und die Level der beiden Prozesse
konnten auseinanderdriften.

e Kointegration bedeutet, daB die kiinftigen Level der Prozesse
nicht auseinander driften konnen, sondern durch die Kointegra-
tionsbeziehung gezwungen sind, gemeinsam zu laufen (sie sind
durch eine unsichtbare Leine aneinander gebunden). Aktuelle
Abweichungen von der Kointegrationsbeziehung sind temporar.
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Kointegration
Der Vektor 3 = (B4, B2, B3) wird als Kointegrationsvektor bezeich-

net. Er ist nicht eindeutig, da der Vektor (A\31, AB2, AJ3) ebenfalls
ein Kointegrationsvektor ist. Insbesondere gilt fiir A = 1/5;:

Yi.=065Y2 + B35 + uy,

bzw. fiir A = 1/,
Yo = B7Y1, + B3 + uj.

Das bedeutet, daB kointegrierte Zeitreihen formal durch ein bi-
variates Regressionsmodell mit stationdrem (im Normalfall au-
tokorreliertem) Fehler beschreibbar sind, obwohl Response- und

Pradiktorvariablen instationare Zeitreihen sind.

Sylvia Frithwirth-Schnatter Econometrics Il WS 2012/13 1-133



Vorhersage kointegrierter Zeitreihen

Verwendet man zur Vorhersage bivariater, instationarer Zeitreihen
ein (stationares) VAR(p)-Modell fiir die absoluten oder relativen Zu-
wachsraten, dann ergeben sich bei der Vorhersage der urspriiglichen
Prozesse Y;: und Y5, die Vorhersageformeln (4) und (5), bei
denen die Level der jeweiligen Prozesse unabhangig voneinander
vorhergesagt werden.

Wenn die beteiligten Zeitreihen kointegriert sind, dann erfiillen die
Level die Kointegrationsbeziehung

Yi.=065Ye + B35 + uy,
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Vorhersage kointegrierter Zeitreihen

und es stellt sich die Frage, ob man die Vorhersage der Level nicht
durch Einbeziehung der Kointegrationsbeziehung verbessern kann.
Fehlerkorrekturmodelle (Error Correction Models) versuchen eine
derartige Verbesserung zu erzielen, indem der aktuelle gap u7},

Uf = Yl,t — 5§Y2,t — 5§

als Pradiktor ins Modell aufgenommen wird.

Der gap u; miBt die akutelle Abweichung der Level der beiden
Prozesse von der langfristigen Kointegrationsbeziehung.
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Vorhersage kointegrierter Zeitreihen

Bei 55 > 0 gilt beispielsweise:

e Ist der gap u} positiv, so ist entweder Y ; groBer oder Y5 ; kleiner
als erwartet. Da sich der gap langfristig schlieBen wird, kann
die aktuelle Information fiir die Vorhersage geniitzt werden: Y ;
wird tendenziell fallen (71 ¢+1 = Y1441 — Y1+ <0) und Ys; wird
tendenziell steigen (7“2,,54_1 = Y27t+1 — YQ,t > 0)

e Ist der gap u; negativ, so ist entweder Y7 ; kleiner oder Y5 ; groBer
als erwartet. Y; ; wird tendenziell steigen (r1 ¢4+1 = Y1 41— Y1,¢ >
0) und Y5 wird tendenziell fallen (ro 441 = Y2441 — Yo < 0),
damit sich der gap schlieBen kann.
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Fehlerkorrekturmodelle

Die Veranderungsrate der Prozesse hangt somit mit dem Vorzeichen
des gaps zusammen. Das einfachste, bivariate Fehlerkorrekturmodell
hat die Form:

rie = Qq Ul q + U, (8)

*
Tot = Qg Up_q + U2 ¢,

wobel die verbleibenden Fehler u; ¢ und ug ¢+ nicht autokorreliert und
nicht kreuzkorreliert sind — auBer zum lag O:

[ (ur¢ uoy) | ~ Normal (0,3X).
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Fehlerkorrekturmodelle

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen dem bivariaten
Fehlerkorrekturmodell und dem bivariaten VAR(1)-Modell (7).

Das Fehlerkorrekturmodell kann folgendermaBen in Vektorform ge-
schrieben werden:

re =AY 1+ cC+ uy, (9)

wobei A und c¢ mit folgender Matrix bzw. folgendem Vektor
identisch sind:

ap —aq - B3 —qy - B3
A — 1 1 62 | c — 63

gy —Qg - 55 —Qg - 5§
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Fehlerkorrekturmodelle

Die Matrix A hat eine interessante Eigenschaft: dividiert man die
zweite Zeile durch as und multipliziert man sie anschlieBend mit g,
so erhalt man die erste Zeile: die Zeilen sind linear abhangig, der
Rang der Matrix A (d.h. die Zahl der linear unabhangigen Zeilen)
st gleich 1.

Der Rang der Matrix A enthalt somit Information dariiber, ob die
beiden Reihen kointegriert sind oder nicht. Das ist genau dann der
Fall, wenn genau 1 Eigenwert von A gleich 0 ist. Dieses Ergebnis
ist die Basis des Kointegrationstest von Johansen.
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Vorhersage

Die Ein-Schritt-Vorhersage der Level lautet:

Yiip1 =Y+ 71641, (10)
Yo 41 =Y+ T2 41,
wobei 71 ¢+1 und 72 +1 1 aus dem Fehlerkorrekturmodell vorhergesagt

werden. Da die Residuen nicht autokorreliert sind, ist die beste
Vorhersage von u; ¢+4+1 und ug +41 der Wert O:

Pp1 =1 (Y1 — B5Yay) + ¢4,

Po 41 = Qo (Y11 — B5Yay) + Co.
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Vorhersage

Durch Umformen der Gleichung (10) erhilt man folgende Vorher-
sageformel:

ffl,t—l—l = (1 +1)Y1, — @1353/2,15 + ¢1,
Yz,t+1 = oY1+ (1 — @135)3/2,75 + Ca,
die deutlich zeigt, dass im Unterschied zum VAR-Modell in den

Differenzen in die Vorhersage kiinftiger Levels Information iiber die
aktuellen Levels beider Prozesse eingeht.
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Vorhersage

Fiir die Mehr-Schritt-Vorhersage gilt in ahnlicher Weise:

Yit41 = Y1 4411 + 71641,

Yo 141 =Y 1411+ T2 41,

wobei 71 417 und 79 +4; aus dem Fehlerkorrekturmodell vorhergesagt
werden:

(Yl tl—1 — 523/2 t+1—1) + €1,
(Y1 bhl—1 — 5§Y2 t+1—1) + Co.

T1,t+1

T 441
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Schatzen des Fehlerkorrekturmodells

Sind die Reihen kointegriert, so kann die Matrix A im Fehlerkorrek-
turmodell

Y; =AY, | +c+ uy,

nicht beliebig gewahlt werden, da die Reithen von A linear abhangig
sind. Das Fehlerkorrekturmodell ist nichtlinear in den unbekannten
Parametern:

rie =01 (Y121 —B5Y21-1) +c1+uiy,

*
ros =g (Y14-1— B5Y21-1) + ca + ua .
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Schatzen des Fehlerkorrekturmodells

e Da eine direkte OLS-Schatzung ist nicht mehr moglich ist, wird
das Maximum-Likelihood-Verfahren angewendet.

e Die Residuen aus dem Fehlerkorrekturmodell sollen unkorreliert
sein und keine Kreuzkorrelation, auBBer zum lag 0 besitzen.

e Ist diese Annahme verletzt, so muBB das einfache Fehlerkorrek-
turmodell um zeitverzogerte lags der Zuwachsprozesse erweitert
werden.
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Erweitern der lag Struktur

Es werden in das Fehlerkorrekturmodell neben dem gap so wie beim
klassischen VAR-Modell zeitverzogerte Zuwachse als Pradiktor ins
Modell aufgenommen. Ein Fehlerkorrekturmodell mit lag 1 lautet:

* * *
rie = Q1 Uf_ 1+ ©1171,6-1 + PlaT2 -1 +c1 +ury, (11)

* * *
Qg - Up_1 + P51T1,t—1 F PooT2t—1 + Co 1+ U2 ¢,

=
(\V)]
~
|

wobei die verbleibenden Fehler w; ; und wus; — auBer zum lag 0 —
nicht autokorreliert und nicht kreuzkorreliert sind.
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Erweitern der lag Struktur

Modell (11) besitzt die Gestalt eines VAR(1)-Modell in den
Zuwachsen, das um den gap einer Kointegrationsbeziehung er-
weitert wurde. Sind instationare Zeitreihen kointegriert, so wiirde
eine reine VAR-Modellierung in den Zuwaichsen einen Spezifikati-
onsfehler enthalten.

Die Matrizenschreibweise des Modells lautet:
r, =AY, 1+ ®r, 1+ c+uy,

mit )

) * *
P11 P12

* *
- P21 P22 |

o+ =
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Erweitern der lag Struktur

Weisen die Residuen bei der Modelldiagnose noch immer Autokor-
relation auf, so kann das Modell — ahnlich wie beim VAR-Modell —
um hohere lags erweitert werden:

Iy — AYt—l + (@*)[1]1',5_1 + ...+ (q)*)[p]rt_l + C + Ut€12)

Die Einbeziehung der lag-Struktur tangiert in keinster Weise den
interessanten Zusammenhang zwischen dem Rang der Matrix A
und den fundamentalen Eigenschaften der beteiligten Zeitreihen.
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EViews Exercise - Case Study Industrial Production

e Estimate standard error correction model for dlog(ip-fra) and
dlog(ip-esp) = Residuals are autocorrelated

e Estimate standard error correction model for dlog(ip-fra) and
dlog(ip-esp) with lag 1 and lag 2 differences

Sylvia Friihwirth-Schnatter Econometrics Il WS 2012/13 1-148



