11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat

In diesem Abschnitt geht es um ZR, die in eine Trend-, eine Saison-
und eine Restkomponente zerlegt werden kdnnen. (Das Niveau sei
in der Trendkomponente enthalten.)

Beispiele fiir solche ZR sind in Abb. 23 und Abb. 24 zu sehen.
Es ist eine deutliche Saisonalitit in den Daten erkennbar. Die
bisherigen Verfahren zur ZR-Analyse sind nicht geeignet so ein sai-
sonales Verhalten zu modellieren. Daher werden in diesem Abschnitt
neue Verfahren hergeleitet, die sowohl Trend als auch Saisonalitat
beriicksichtigen.
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11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat
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Abbildung 24: Zeitreihenplot der C0s-Daten.
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11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat
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Abbildung 23: Zeitreihenplot der Nachtigungs-Daten.
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11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat

In Abschnitt 11.1. und 11.2. werden wir Methoden kennen lernen,
die eine ZR gemaB dem additiven klassischen Komponentenmodell
in eine Trend-, eine Saison- und eine Restkomponente zerlegen.

In Abschnitt 11.3. wird das Holt-Winters Verfahren zur Prognose
von ZR, die Trend und Saisonalitat aufweisen, behandelt. In diesem
iterativen Algorithmus wird Niveau, Trend und Saisonalitat rekursiv
berechnet. Die Saisonkomponenten werden hier nicht liber die Jahre
konstant gehalten (wie es einer Annahme im klassischen Kompo-
nentenmodell entspricht), sondern auch sie verdndern sich iiber die
Jahre.
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11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat

Bei Daten, die einen nichtlinearen Trend und nicht konstante Sai-
sonalitdt aufweisen, kann eine Transformation sinnvoll sein.

In Abb. 25 ist so ein Beispiel zu sehen (in R unter AirPassengers
verfiighar). Der Trend und die saisonalen Schwankungen nehmen
mit der Zeit zu. Ein Modell, das einen linearen Trend und eine iiber
die Jahre konstante Saisonalitdt annimmt, ware fir diese Daten
nicht passend.

Die Daten konnen iiber den Logarithmus transformiert werden. In
Abb. 26 sehen wir den Zeitreihenplot der logarithmierten Daten. Der
Trend ist hier anndhernd linear und die saisonalen Abweichungen
bleiben iiber die Jahre anndhernd gleich.
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11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat
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Abbildung 26: Logarithmierten Flugpassagier-Daten.
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11. Zeitreihen mit Trend und Saisonalitat
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Abbildung 25: Zeitreihenplot der Flugpassagier-Daten.
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11.1. Methode der kleinen Trends

Diese Methode zerlegt eine ZR in eine Trend-, eine Saison- und eine
Restkomponente.
Es sei eine ZR x;; gegeben. Der erste Index steht fiir das Jahr
j=1,...,J und der zweite Index steht fiir die Saison k =1,...,p.
p ist daher die Periodenlange z.B. 12 bei Monatsdaten, 4 bei
Quartalsdaten.

Tjk = mj + Sk + €.k
1 ist der flir das Jahr j geschatzte Trend.
S ist die saisonale Komponente fiir Saison k.
€;,% 1st die Abweichung zwischen dem wahren Wert der ZR und der
Schéatzung: Ejk = Tjk — (mj + <§k)
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11.1. Methode der kleinen Trends
Schatzung der Trendkomponente fiir jedes Jahr j =1,..., J:

1 p
mj :]—jZ:I:M

k=1

Jeweils fiir ein ganzes Jahr wird ein konstanter Wert angenommen.

Schatzung der Saisonkomponente fiir jede Saison & = 1,...,p
einzeln aus den um den Trend bereinigten Daten (z.B. aus allen
bereinigten Jannerwerten, dann alle Februarwerte,..):

J
E azjk—mj
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11.1. Methode der kleinen Trends

Die Methode der kleinen Trends fiir die Nachtigungs-Daten:

Der ZR-Plot der Nachtigungs-Daten Abb. 23 zeigt ein nahezu kon-
stantes Niveau iiber jeweils ein Jahr und eine deutliche Saisonalitét,
die sich aber iiber die Jahre hin kaum &dndert. Eine Zerlegung gemaB
dem klassischem Komponentenmodell kann daher mit der Methode
der kleinen Trends erfolgen.

In Abb. 27 sieht man die Niveauschatzungen (blaue Linie) und die
Schétzung der ZR (rot), die sehr nahe an den wahren Werten liegt.
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11.1. Methode der kleinen Trends
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Abbildung 27: Methode d. kl. Trends fiir Nachtigungs-Daten.
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11.1. Methode der kleinen Trends

Zur Anwendung der Methode der kleinen Trends

e Da fiir ein ganzes Jahr die Trendkomponente 1, als konstant
angenommen wird, ist diese Zerlegung nur fiir Daten sinnvoll, die
kaum einen jahrlichen Trend aufweisen.

e Da die Saisonkomponenten §; fiir die einzelnen Saisonen iiber
die Jahre immer gleich bleiben, bietet das Modell eine geringere
Flexibilitat als andere Verfahren (z.B. Holt-Winters).
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11.2. Saison-Trend Zerlegung mittels Moving Average 11.2. Saison-Trend Zerlegung mittels Moving Averag

Auch dies ist eine Methode zur Trend- und Saisonbereinigung. Die Die Trendkomponente m; wird mit Hilfe des gleitenden Durch-
ZR z;, t = 1,...,T wird gemiB dem klassischen Komponenten- schnitts (moving average (MA)) fiir t = ¢+1,...,T — q berechnet:
modell in den Trend m;, die Saison §; und die Restkomponente &; fir ungerade Periode p = 2q + 1:
zerlegt: 1

Ty =My + 5+ €& my = ]_)(xt—q + Ty_gr1 o F Tipg—1 + Tigq)

fiir gerade Periode p = 2g¢:

1
mt — 2—9(0.51}_(1 + xt—q—l—l + e + xt+q_1 + 0'5xt+q)
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11.2. Saison-Trend Zerlegung mittels Moving Average 11.2. Saison-Trend Zerlegung mittels Moving Averag

Wie bei der Methode der kleinen Trends werden die saisonalen Kom- Decomposition of additive time series

ponenten Sy fiir jede Saison k einzeln aus den um den Trend be-
reinigten Daten geschitzt (z.B. aus allen bereinigten Jinnerwerten, \/\A/\M/M/\/\A/\AM

dann alle Februarwerte,..). Zeitpunkte:

[

randomseasonal trend observed
1e+06 2e+B6+06 9000000 9806(B-06
L 1 1 |

1 J—1
Sk=75 > (@hy(-1p = Tkt (-1)p)
= \/\ﬂ/\/\’\y\/\/\ﬂﬂ\/v\/\/ﬂx/\w
Anmerkungen: Die Bedingung Zi:l Sk = 0 muss nicht notwendigerweise erfiillt ' 1006 L0 2000 002 00a
sein, in diesem Fall werden die §;, entsprechend umgerechnet und die m; nochmals Time

geschatzt.
Da beim MA in m; im ersten und im letzten Jahr Zeitpunkte wegfallen, werden
diese beiden Jahre hier in der Summe weggelassen. Abbildung 28: Saison-Trend Zerl. Nachtigungs-Daten mit MA.
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11.2. Saison-Trend Zerlegung mittels Moving Average 11.3. Holt-Winters Verfahren

Die Saison-Trend Zerlegung der Nichtigungs-Daten mittels D?S Holt Verfahren wird nun so eI’WEIteI”.E,-daSS auch ZR, die
MA: saisonale Schwankungen enthalten, prognostiziert werden konnnen.

In Abb. 28 sieht man der Zerlegungsformel z; = m; + 5; + & Es gibt 2 Varianten:
entsprechend zeilenweise die ZR z;, 1y, & und &;. eine fiir eine additive und eine fiir eine multiplikative saisonale

Komponente. Die Periode der saisonalen Komponente §; habe die
Lange p.

Die h-Schritt Prognosen fiir eine Periode zum Zeitpunkt 7' lauten
(h=1,2,...,p):

Additiv : Zp(h) = apyp1 +bpyr -4 87 1np

Multiplikativ : &p(h) = (a1 +bryy-h) - S14n_yp
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11.3. Holt-Winters Verfahren 11.3. Holt-Winters Verfahren

Additives versus Multiplikatives Modell

Das Holt Winters Verfahren kann Saisonalitat auf 2 verschiedene
Arten modellierten:

1000
|

e Additive Saisonalitdt: In Abb. 23 ist die Amplitude des saisonalen
Verhaltens in etwa gleich bleibend. Daher wird fiir diese Daten
die saisonale Komponente in additiver Form im Holt-Winters
Verfahren beriicksichtigt.
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e Multiplikative Saisonalitdt In Abb. 29 ist eine mit der Zeit wach- Time
sende Amplitude erkennbar. Daher ist fiir diese Daten das Holt-
Winters Verfahren mit multiplikativer Saisonalitat passend. Abbildung 29: Die UKgas-Daten.
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11.3. Holt-Winters Verfahren

Fiir die additive Variante lautet die Rekursion firt=p+1,...,T":

ar = a(x—1 — 8i—1-p) + (1 — ) (ap—1 + l;t—l)
Bt = f(ay — az—1) + (1 — ﬁ)gt—l

A~

St—p =Y(@i—p — Ar—pt1) + (1 — 7)81—2p

Die Einschritt-Vorhersagen zum Zeitpunkt t — 1 ergeben sich daher
aus Summe der Schatzwerte von Trend, Niveau und Saison:

Zp—1(1) = a + Bt + St—p-
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11.3. Holt-Winters Verfahren

Man bendtigt Startwerte fiir die Niveau- und die Trendkomponente
fiir den Zeitpunkt p+1, und fiir die saisonalen Komponenten fiir die
Zeitpunkte t = 1,...,p. Es gibt verschiedene Moglichkeiten solche
Startwerte festzusetzen. In R konnen Startwerte explizit vorgegeben
werden. Ansonsten wird dafiir eine Saison-Trend Zerlegung mittels
moving average verwendet.
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11.3. Holt-Winters Verfahren

Fiir die multiplikative Variante lautet die Rekursion fiir t = p +
1,...,1"

ar = o(x4—1/8t—1-p) + (1 — a)(Gr—1 + l;t—l)
?)t = B4y — az—1) + (1 — ﬁ)i)t—l
8t—p = V(@1—p/ar—pt1) + (1 —7)31-2p

Die Einschritt-Vorhersagen zum Zeitpunkt ¢ — 1 ergeben sich daher
aus den Schatzwerte von Trend, Niveau und Saison:

Zro1(1) = (@ + be) - 54—y,
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11.3. Holt-Winters Verfahren

Die Prognosen beim additiven Holt-Winters Verfahren iiber den
Zeitraum der ZR hinaus lauten:

Niveau éri1 = a(zr —é7_p) + (1 — a)(ar + br)
Trend  bpyy = Blapes — ar) + (1 — )by
Saison & = y(xy —a) + (1 —)81—p, t=T-p+1,....T

(1) = ar41 + brgr + Sr41-p
'%T(h) = dT-i-l + bT+1 ~h+ §T+h—p7 h = 2, Y4
(h) =ar41+bry1-h+371h2p, h=p+1,...,2p
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11.3. Holt-Winters Verfahren

Holt-Winters filtering
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11.3. Holt-Winters Verfahren

e Die 3 Glattungsparameter «, # und ~ liegen zwischen 0 und 1.
a dient zur Glattung des Niveaus, § zur Glattung des linearen
Trends und v zur Glattung der Saisonalitat.

e Die Glattungsparameter konnen auch wieder durch Minimie-
rung der Fehlerquadratsumme zwischen Einschritt-Vorhersage
und wahrem Wert der ZR geschatzt werden.
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11.3. Holt-Winters Verfahren

Zur Anwendung des Holt-Winters Verfahrens:

e Das additive Holt-Winters Verfahren modelliert eine ZR als Sum-
me einer Niveau-, einer lineare Trend- und einer Saisonkompo-
nente und ist daher geeignet ZR zu prognostizieren, die einen
annahernd linearen Trend und eine anndhernd konstante Saisona-
litat aufweisen.

e Das multiplikative Holt-Winters Verfahren ist geeignet eine ZR
zu modellieren, deren Amplitude anwachst.
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12. Saison-Trend Modellierung in R

Die Verfahren zur Saison-Trendzerlegung und das Holt-Winters
Verfahren sind in R mit Hilfe der Funkionen decompose, stl und
HoltWinters durchzufiihren.

Die Erkldrungen zur Anwendung stehen in " SaisonTrendinR.pdf”
und konnen von der LV-Seite heruntergeladen werden.
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Ubungen 4

Ubungen 4

Losen Sie die folgenden Beispiele mit Hilfe von R:

1. Folgen Sie der Anleitung in "SaisonTrendinR.pdf” und rechnen
Sie die dortigen Beispiele nach.

2. Laden Sie die Daten "USAccDeaths” in das Arbeitsverzeichnis.
(Befehl: data(USAccDeaths), ist ein Datensatz, der im Package
"stats” in R enthalten ist. Ndhere Informationen kdénnen iiber
help(’’USAccDeaths’’) abgefragt werden.)

(a) Glatten Sie die ZR mit der Methode der kleinen Trends.
(b) Fiihren Sie die Zerlegung mittels der R-Funktion decompose
durch.

(c) Fiihren Sie eine klassische Saison-Trend Zerlegung mittels der
R-Funktion st1 durch.

In welchem Monat ist die Saisonalitit am groBten, wann am
geringsten?

. In "SaisonTrendinR.pdf"” wurden die Niachtigungsdaten der Jah-

re 1995-2003 mit Hilfe des Holt-Winters Verfahrens geschatzt
und die ersten 5 Monate des Jahres 2004 vorhergesagt. Dort
wurden schon 2 verschiedene Modellansdtze dafiir verwendet.
Verwenden Sie nun als dritten Ansatz ein Modell, in dem Sie die
Glattungsparameter von R optimieren lassen.

Department fiir Statistik & Mathematik 0-124 Department fiir Statistik & Mathematik 0-125

Ubungen 4 Ubungen 4
(b) Prognostizieren Sie die ersten 6 Monate des Jahres 1979 mit
Welches der 3 Modelle wiirden Sie wahlen? Wie verandert sich dem gewshlten Modell. Vergleichen Sie diese Vorhersagen mit
die Fehlerquadratsumme? Welche mittlere Fehlerquadratsumme den wahren Werten aus dem help(’ *USAccDeaths’’).

im Prognosezeitraum ergibt sich fiir das dritte Modell?
5. Laden Sie die Daten "co2" in das Arbeitsverzeichnis. (Befehl:
4. Die ZR "USAccDeaths” enthilt Monatsdaten fiir die Jahre data(co2), ist ein Datensatz, der im Package "stats” in R

1973-1978. Fihren Sie das Holt-Winters Verfahren fir ein Mo-
dell mit Trend und eines ohne Trend durch. Wahlen Sie die
Glattungsparameter alpha=0.3, beta=0.1, gamma=0.4.

(a) Welches Modell wiirden Sie wahlen?

enthalten ist. Ndhere Informationen kdnnen iiber help(’’co2’’)
abgefragt werden.)

Das Holt-Winters Verfahren soll verwendet werden, um die Ent-
wicklung bis zum Jahr 2000 vorherzusagen. Zeichnen Sie die
ZR und ihre Prognose. Welche Komponenten sind im Modell
enthalten?
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