Kapitel 8

Erwarteter Nutzen
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Lernziele

@ Nutzenfunktion zur Risikobewertung

@ Erwarteter Nutzen

@ Male fur Risikoaversion

@ Indifferenzkurven in der 0 x 1~Ebene

@ Intertemporaler Nutzen fir Mehrperioden-Entscheidungen
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Uberblick

Die Nutzentheorie wird hier auf Entscheidungen unter Unsicherheit
angewandt. Sie dient auch zur Charakterisierung von Investoren.

@ Der abnehmende Grenznutzen einer zuséatzlichen Weinflasche
(konkave Nutzenfunktion) wird hier einem risikoaversen
Investor zugeschrieben.

@ |st der Beitrag der zweiten Weinflasche zum Nutzen grof3er als
die erste (konvexe Nutzenfunktion), so werden wir sagen, der
Investor ist risikofreudig.

@ Dazwischen (die erste Flasche ist genauso gut wie die zweite)
liegt Risikoneutralitat.

@ Konsumstréme, die Uber mehrere Perioden verteilt sind, werden
Uber einen diskontierten Nutzen bewertet.
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Erwarteter Nutzen

Wir bezeichnen mit U(W) den Nutzen des Vermdgens W (wealth).

Im Gegensatz zum deterministischen Fall ist W hier stochastisch,
eine Zufallsvariable. Das bedeutet, W ist keine feste Zahl, sondern
kann verschiedene Werte annehmen, die wir im Voraus nicht kennen.
In einem Zeitpunkt ist W klein (Pech), manchmal ist W grof3 (Gluck).

Unsere Entscheidung wird nicht beziiglich des erwarteten
(durchschnittlichen) Vermogens getroffen, sondern beziglich des
erwarteten (durchschnittlichen) Nutzens unseres Vermdgens.

w

EU(W)] = Y U(w) P(w) J
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Steigende Nutzenfunktion

Wir wollen annehmen, dass eine Nutzenfunktion stets differenzierbar
und streng monoton steigend ist.

U'(W) >0 |
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Risikoneutralitat und Risikoaversion

Beispiel:

Wir werfen eine perfekte Miinze. Die Auszahlungen sind 2 € bei Kopf
bzw. 0 € bei Zahl bei einem Spieleinsatz von 1 €. Der erwartete
monetare Wert des (riskanten) Spiels ist 1€, also der Einsatz:

2:140-1=1

N[—=

Der Wert, dieses Spiel nicht zu spielen, ist ebenfalls 1€ (der
Einsatz).

Der risikoaverse Investor wird an diesem Spiel nicht teilnehmen.
Es stehen den sicheren 1€, unsichere 1€ (2 € bzw. 0 € je mit
Wahrscheinlichkeit %) gegeniber.
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Risikoneutralitat und Risikoaversion /(2

Unter Risikoaversion gilt
u@)>u)-1/2+U()-1/2

d.h.
U(1) — U(0) > U(2) — U(1)

Die erste Ableitung nimmt ab. Risikoaversion impliziert daher

u’"(wy) <o

Bei Risikoneutralitat gilt das Gleichheitszeichen,

u’(W) =0
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Nutzenfunktion: Unsicherheit und Risiko

Ubersicht:

U”"(W) <0 risikoavers

U”"(W) =0 risikoneutral
Die Nutzenfunktion ist linear.

U”(W) >0 risikofreudig
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Risikoavers, Riskoneutral, Risikofreudig

uw

(W) risikoavers

u(2)

(1) risikoneutral

/ riSikOfreUdig

U0

(0) w
0 2

Risikoavers:  U(1) — U(0) > U(2) — U(1)
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MalRzahlen fur die Risikoaversion
Das Arrow-Pratt Maf3 fir die absolute Risikoaversion ist
Ra(W) = =U"(W)/U" (W) J
Das Malf fur die relative Risikoaversion ist

Re(W) = Ra(W) W |

@ Bei Risikoaversion sind R4 (W) und Rg(W) > 0.
@ Je groflRer R4 bzw. Ry desto groRer ist die Risikoaversion.

@ Sie sind ein Mal3 dafir, wie sich die Risikopraferenzen mit
steigendem W verandern.
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Abnehmende Risikoaversion

Abnehmende absolute Risikoaversion:

Angenommen ein (risikoaverser) Investor mit 10 000 € Vermdégen hélt
5000 € in riskanten Anlagen. Falls sein Vermdgen um weitere
10000 € ansteigt und er dann davon mehr als 5000 € riskant zu
veranlagen bereit ist, spricht man von abnehmender Risikoaversion.

Abnehmende relative Risikoaversion:

Angenommen ein (risikoaverser) Investor halt 50% von 10000 € in
riskanten Anlagen. Falls sein Vermdgen sich verdoppelt und er bereit
ist den Anteil der riskanten Anlagen auf mehr als 50% zu erhdhen,
spricht man von abnehmender relativer Risikoaversion.
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U(W) = In(W)
Die Nutzenfunktion

U(W) = In(W) |

@ beschreibt Risikoaversion, U” (W) < 0.
U’ (W) = [In(W)])" = [1/W]) = -1/W? <0

@ hat eine abnehmende absolute Risikoaversion.
RA(W) = —U"(W)/U' (W) = —(=1/W?)/(1/W) =1/W >0
RA(W) = 1/W fallt mit W.

@ hat eine konstante relative Risikoaversion.
Rw(W) =R4(W)W =1/ W)W = 1.
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U(W) =a—bexp(—cW)
Die Nutzenfunktion

U(W) =a—bexp(—cW), a,b,c >0 J

@ beschreibt Risikoaversion.
(W) = [a— bexp(—cW)]" = [~bexp(—cW) (—0))' =
= —bc? exp(—cW)
Da b positiv, b > 0, ist U"” (W) < 0: Risikoaversion.
@ hat eine konstante absolute Risikoaversion.

bc? exp(—cW) (=
R(W) = ~U"(W)/U'(W) = ~ (5 eb= oy =
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Stochastisches Modell

Das Vermogen W morgen (Zeitpunkt 1) sei
W= (1+m)Wy

Wobei
@ W, das Vermogen im Zeitpunkt O bezeichnet, und
@ 7 die ungewisse Rendite (stochastisch) von Zeitpunkt O bis 1:
T=W/Wy—1
Die Rendite
@ sei normalverteilt
o mit der Erwartung E(7r) = 7° und

e der Varianz V() = 2.

Schreibweise 7 ~ N (7%, 02).
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Stochastisches Modell / erwarteter Nutzen

Die Maximierung des erwarteten Nutzens

mvexE[U(W)} = max Ela—bexp(—cW)]

ist in diesem Model aquivalent zur Maximierung von

U(n“,(ri) =7t — %a,zr

Bemerkung:

@ Die Herleitung verwendet, dass exp(—cW)
(bedingt) lognormal-verteilt ist.

@ Fir 7t° wird spater die Bezeichnung y verwendet werden,
fir o2 nur 0.
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Nutzenfunktion in 7t¢ und o2

Wir beschranken uns auf Nutzenfunktionen, die sich als Funktion der
erwarteten Rendite, 7%, und der Varianz der Rendite, 02, darstellen
lassen:
U =u(n*,oz)
mit
U, >0, U <0, U1, Ux»n <0
U; st die partielle Ableitung nach 7°,
U, die partielle Ableitung nach ¢2.

Uy steht fir 92U/ (97°)?],
Uy stehtfir [92U/ (902 )?].

Bemerkung:
Die Funktion U(7¢, 02) = m® — § o2 erfuillt fur ¢ > 0 nur die
Bedingungen U; > 0, U, < 0. (Uq1, Uy = 0)
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Nutzenfunktion in 7z¢ und o2 /2)

Der Nutzen
@ steigt mit der erwarteten Rendite,
@ fallt aber mit der Varianz (Risiko) in der Rendite.

Fir beide Argumente, 7t° und (7'72T, gelten abnehmende Grenznutzen.
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Indifferenzkurven fur U = U (¢, 0%)

Eine Indifferenzkurve ist definiert als die Menge aller Punkte fiir die
die Nutzenfunktion den gleichen Wert c aufweist.

U(n,o2) =c

@ Alle Kombinationen (7t¢, 02) auf einer Indifferenzkurve mit
Niveau c, liefern denselben Nutzen mit dem Wert c.

@ Der Investor ist indifferent zwischen diesen Kombinationen. Jede
dieser Kombinationen ist fur ihn gleich gut/schlecht.

Die Nutzenfunktion wird in der Portfoliooptimierung verwendet
werden.
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Darstellung der Indifferenzkurve

Wir stellen die Indifferenzkurven in der 02 x t°~Ebene dar.
o2 wird hier auf der x—Achse aufgetragen, 7° auf der y—Achse!

Da der Wert der (Nutzen-)Funktion konstant ist, beschreibt
U(7*,02) = c eine (implizite) Funktion in 2 Variablen, 7r¢ und 2.

Da wir die 02 x t*~Ebene zugrunde legen, sehen wir 7t° als Funktion
von o2 an: 7 = 1°(02).

Lage:

Ein héheres 7r° bei konstantem ¢ erzeugt einen hoheren Nutzen, da
U; > 0O ist.

Daher verschieben sich die Indifferenzkurven bei steigendem Nutzen
nach links oben.
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Steigung und Krummung der Indifferenzkurve

Steigung:
Fir die Steigung dieser Kurve erhalten wir:

drt’ Uy U (=)

oz~ Ur W (+)

@ Unsere Indifferenzkurven steigen fir jede Wahl von c.

@ Steigt 0'72T, das Risiko, so muss das ein hoheres 7t¢ ausgleichen.

2. Ableitung:
Die zweite Ableitung der Indifferenzkurven ist durch die Angaben der
Vorzeichen von Uy, Uy, Uj1, Uy noch nicht bestimmt.

Unter Risikoaversion folgt, dass sie konvex bez. der
.Risiko-“c“—Achse sein missen.
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Indifferenzkurve bei Risikoaversion

il I
I
Uh) < U(lp)
5 B 1
. A 1
1
oA
%

Investor verlangt in B eine groRere Rendite fur den gleichen Zuwachs
an Risiko als in A.
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Intertemporaler Nutzen

Einige 6konomische Modelle gehen davon aus, dass ein Investor
seinen Nutzen nur aus seinem Konsum, C, gewinnt.

u-= U(Ct), U’(Ct) >0, U”(Ct) <0

t ist ein Zeitindex: t =0,1,2,3,....
Die Nutzenfunktion ist ahnlich der risikoaversen.

Die allgemeine intertemporale Lebensnutzenfunktion ist
Uy = U(Ct, Ciy1,- -+, Crin)

N ist das (fixe) Lebensalter.
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Separable Nutzenfunktion

Mathematisch einfacher ist die additiv separable Funktion mit einer
konstanten, subjektiven Diskontrate 0 < § < 1:

Uy = U(Cy) + 6 U(Cpi1) + ...+ 8" U(Cryn)

—_

5:

1+r

@ rist die subjektive Zeitpraferenzrate.
(Meist &hnlich dem Marktzinssatz.)

@ Der Nutzen in verschiedenen Perioden ist geeignet diskontiert
direkt vergleichbar.
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U(C) =aC'1

Eine einfache Form (vom Cobb-Douglas-Typ) mita > 0 und
0<d<1list

U(Cy) =aCl J
u'(Cy) =a(l-d)c;*

u"(Cy) = —a(1—dydc;4!
U(Ct) > 0, U’(Ct) > 0, U”(Ct) <0
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u=chace

Eine andere einfache Form (vom Cobb-Douglas-Typ) mit
0 <ap,ap <1 (meistay < aq) ist:

U=Cy'Cy |

Sie wird durch Logarithmierung separabel:
In(U) = a1 In(Cy) + a In(Cq)

Die Indifferenzkurven kénnen hier explizit angegeben werden;
z.B. inder Cy x C;—Ebene.
Sei U das fixierte Nutzenniveau, U = Cj' C}?, dann kann nach C;

1 -
aufgelost werden: C; = U™ C, = (+) ﬁ
0
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Intertemporale Indifferenzkurven /Beispiel

C

Iy
Co
Anwendungen: Mehrperioden-Investitionsentscheidungen,
Mehrperioden-Konsumentscheidungen, Portfoliowahl.
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Grenzrate der Substitution

Die Grenzrate der Substitution des zuklnftigen fur den laufenden

Konsum ist
dCy

dCo |y—q
Der aktuelle Konsum ist Cy, der zukiinftige C;.
Die Grenzrate gibt den Wert einer zusatzlichen Einheit vom heutigen
Konsum in Einheiten des zukinftigen an.
Sie ist die Steigung der Indifferenzkurve mit dem Niveau U.

Beispiel: U = Cj' C;?

d& — _ﬁ)ul/ﬂe 1
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