Kapitel 3

Zufallsvariable
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Lernziele

@ Diskrete und stetige Zufallsvariable

@ Wahrscheinlichkeitsfunktion, Dichte und Verteilungsfunktion
@ Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung

@ Binomial- und Poissonverteilung

@ Normal- und Exponentialverteilung
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Problem

Sie mochten einen Multiple-Choice-Test mit 20 Fragen bestehen. Fur
jede Frage gibt es 5 Antwortmaoglichkeiten, wobei immer nur (genau)
eine richtig ist.

Die erste Frage kdnnen Sie nicht beantworten und mussen raten.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sie richtig raten?

Wenn Sie keine einzige Frage beantworten kdnnen und daher bei
jeder Antwort raten, wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie den Test bestehen?

Mindestens 10 Antworten miissen richtig sein.
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Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung, die jedem Ergebnis eines
Zufallsexperiments eine reelle Zahl zuordnet.

o Experiment: Frage nach Anzahl PKW im Haushalt
Die ZV ordnet jedem Haushalt die Anzahl PKW zu.
Werte: 0,1,2,... —diskrete ZV

o Experiment: Gewichtsbestimmung von Apfeln
Gewicht eines Apfels(g): 123,245,301, ... — stetige ZV

Zufallsvariable werden mit Gro3buchstaben bezeichnet, z.B. X,
mdgliche Realisationen mit Kleinbuchstaben, hier x.
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Diskrete Zufallsvariable
@ Nur ganze Zahlen sind als Ergebnisse mdglich.
ZB..0,1,2,....
@ Tritt als Ergebnis von Zahlexperimenten auf.
@ Hat meistens nur eine endliche Anzahl an Werten.

@ Wird durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion oder
Verteilungsfunktion beschrieben.
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

@ Liste aller Paare (x,f(x))
x ... Wert der Zufallsvariablen X

f(x) ... Wahrscheinlichkeit, dass Wert x eintritt.

f@®) =P(X=1) |

@ Jeder x Wert kommt nur einmal vor. (Funktion!)
0 0<f(x)<1
° Zf(x) =1

xeS
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Wahrscheinlichkeitsfunktion / Beispiel

Experiment: Werfe zwei Miinzen; Zahle Anzahl ,Kopf“.

Zufallsvariable heif3t: ,Anzahl Képfe*

2. Wurf
Wert x X
Zt Kz Y4 f)
1 _
0 | 1=025
2 _
1 | 2=050
l pry
kLl kK 7K 2 7 =025
k 2 1. Wurf
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Wahrscheinlichkeitsfunktion / parstellung

@ Liste

{(0,0.25), (1,0.50), (2,0.25)}

@ Grafik
@ Tabelle (%)
X
x ‘ Anzahl ‘ f(x)
0 1 1=025 0.50
2 _
1 2 [2=050 0.5
2| 1 |1=025
0 T T T
-1 0 1 2 x
@ Formel
f) =) pra-p"=
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Verteilungsfunktion

Gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die diskrete Zufallsvariable nicht
grolRer als ein vorgegebener Wert ist:

H@ZHX§@=ZﬂWJ

y=x

Die Verteilungsfunktion ist monoton in x.

Josef Leydold © 2006 Mathematische Methoden — Il — Zufallsvariable — 9/43




Erwartungswert

Der Erwartungswert (expectation) einer diskreten Zufallsvariable ist
die gewichtete Summe der mdglichen Realisationen.

E(X) = s = Y xf(x) = LxP(X = %) |

Achtung!
Der Erwartungswert muss nicht immer existieren.
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Erwartungswert / Beispiel

Angenommen sie arbeiten fiir eine Versicherung, und verkaufen
Lebensversicherungen mit einer Vertragssumme von 10 000 €.
Die Jahrespramie dafir betragt 290 €.

Sterbetafeln geben fur einen Kunden in Abhangigkeit von Alter,
Geschlecht, Gesundheitszustand, etc. eine Wahrscheinlichkeit von
0.001 an, dass er in diesem Jahr verstirbt.

Was ist der erwartete jahrliche Gewinn fiir Polizzen dieser Art?

Die ZV Nettogewinn, Einzahlung minus Auszahlung, bezeichnen wir
mit X. Wahrscheinlichkeitsfunktion:

Gewinn, x  Ereignis Wabhrscheinlichkeit
290€ Kundelebt 0.999
—9710€ Kunde stirbt  0.001
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Erwartungswert / Beispiel — Fortsetzung

Wenn die Versicherung 1000 Polizzen davon verkauft, so wird —
vereinfacht gesprochen —in 999 Fallen von den 1000 der Kunde das
Jahresende erleben, in einem von den 1000 Fallen wird er innerhalb
dieses Jahres sterben.

290 € wird die Versicherung in 999 Fallen ohne monetare
Gegenleistung erhalten, also einen Nettoertrag von 290 €. In einem
Fall von 1000 hat sie einen Nettoabgang von 9710 €

(= 290 — 10000).

Der durchschnittliche Gewinn ist daher 280 €:

999 1
1000 290+ 1aag (—9710) = 0.999 290 +0.001 - (~9710) = 280
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Erwartungswert / Beispiel — Fortsetzung

Die Rechenschritte, die in der Formel

E(X) =) xP(X=1x) = px

angegeben sind, kann man in die Tabelle der
Wahrscheinlichkeitsverteilung leicht integrieren.

x PX=x) xPX=x)

290 0.999 290 -0.999 = 289.71
—-9710 0.001 —-9710-0.001 = -9.71
Summe 1.000 280.00
=E(X)
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Erwartung einer Funktion einer ZV

Der Erwartungswert einer Funktion g einer diskreten Zufallsvariable
X, g(X), ist

Angenommen Sie erhalten 10% Gewinnbeteiligung obiger
Versicherung abziiglich 10 € Bearbeitungsgebuihr. lhr erwarteter
Gewinn betragt dann

E(G) = E[g(X)] = E[0.1X — 10] =
= (0.1-290 — 10) - 0.999 + (—0.1 - 9710 — 10) - 0.001 = 18
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Erwartungswert /Rechenregeln

Sei Y = a+ b X, dann gilt allgemein fir den Erwartungswert von Y

E(Y)=E(a+bX)=a+bE(X) J
Die Erwartung einer Linearkombination von ZVen ist gleich die
Linearkombination der Erwartungswerte der einzelnen ZVen.
Bemerkung: Der Erwartungswert von X muss existieren.
Achtung!

Ist f nicht linear, kann Erwartung und Funktion nicht vertauscht
werden. Im allgemeinen gilt

E[f(X)] # f(E[X])
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Varianz

Die Varianz einer ZV X, V(X) = ¢?2, ist definiert als die erwartete
quadratische Abweichung vom Erwartungswert (mittlere
quadratische Abweichung vom Mittel).

V(X) = E(X - E(X)]*) = B([X - p*) = 07 |
Die Standardabweichung ist ein MaR fir die Streuung:

\/m:\/;%:UxJ

Die Standardabweichung wird oft als Malf? fir die Unsicherheit Gber
den Ausgang eines Experiments verwendet.
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Varianz / Verschiebungssatz

Der Verschiebungssatz erleichtert die Berechnung der Varianz. Er
lautet mit E(X) = u:

V(X) = E([X — u)*) = E(X?) — p* |

bzw.
VX) =Y (- pP)P(X =x) = Y@ P(X = x) — 4
V(X) =) ([x = u?) f(x) = Yo f(x) — pi?
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Varianz / Rechenregeln
Sei Y = a+ b X, dann gilt allgemein fiir die Varianz von Y
V(Y)=V(a+bX) =bV(X) J
Die Varianz ist verschiebungsinvariant. Sie hangt nicht von der

Konstanten a ab.

@ Die Varianz von Y steigt linear mit b2,

@ die Standardabweichung von Y steigt linear mit b.

Bemerkung: Erwartungswert und Varianz von X mussen existieren.
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Stetige Zufallsvariable

@ Ganze Zahlen (gerundet), Bruchzahlen oder reelle Zahlen.
@ Erhalt man bei Messungen.

@ Unendlich viele mogliche Werte in einem Intervall.
Zu viele, um sie wie bei diskreten Zufallsvariablen aufschreiben
zu kdnnen.

@ Wird durch die Dichtefunktion oder Verteilungsfunktion
beschrieben.
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Dichtefunktion

@ Ein Gl'aph, der alle x die Wert der Dichtefunktion
,Haufigkeit f(x) zeigt. an der Stelle x
f(x) ist keine Wahrscheinlichkeit. ; /

f(x)
@ Eigenschaften: /

(o)

o [f(x)dx=1. a o b
—00
Die Flache unter der Kurve ist 1.

e f(x)>0.

@ Wahrscheinlichkeiten kénnen nur fir
Intervalle angegeben werden:

Pla < X <) —/bf(x)dx
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Verteilungsfunktion

Gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable nicht gro3er
als ein vorgegebener Wert ist:

F) =P(x <) = [ ;f(w dy J

Die Verteilungsfunktion ist monoton in x.

Mit Hilfe der Verteilungsfunktions lassen sich Wahrscheinlichkeiten
ausrechnen:

P(a < X <b) = F(b) — F(a) |
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Erwartungswert und Varianz

@ Erwartungswert

B0 = = [ ZxﬂX)dyJ

@ Varianz

— 00

V) =0 = [ T )P 0) dy = / szﬂx)dy—y,%J

@ Standardabweichung

oy = v/ V(X) J
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Spezielle Verteilungen

Viele Merkmale folgen der gleichen (oder &hnlichen) Verteilungen.
Diese sind daher besonders wichtig und gut untersucht.

@ Jede Verteilung beschreibt ein zugrundeliegendes Phéanomen
(Modell).

@ FUr Varianten derselben Fragestellung sind nur die Parameter
der Verteilung anzupassen.

@ FUr bestimmte Fragestellungen kénnen die Verteilungen — die
mathematische Formeln — explizit angegeben werden.

@ Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswert, Varianz, ..., kénnen
dann exakt berechnet werden.
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Binomialverteilung

Beschreibt die Zahl der ,Erfolge” in einer Stichprobe von Umfang n

@ Zufallsvariable heil3t: Zahl der ,Erfolge” unter n (unabhangigen)
Beobachtungen (Versuchen).

Beispiele:
o Anzahl ,Kopf* bei zehnmaligem Werfen einer Miinze.

o Anzahl der richtigen Antworten bei MC-Test mit 20 Fragen.

o Anzahl defekter Teile bei Qualitatskontrolle in einer Kiste mit 50
Stuck.

o Anzahl der erfolgreichen Verkaufsgesprache bei 100 gefihrten.
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Binomialverteilung / Modellvoraussetzungen

@ Folge von n identischen, unabhéngigen Versuchen.

@ Jeder Versuch hat genau zwei mdégliche Ausgénge:
»Erfolg* oder ,,MiRRerfolg“.

@ Die Wahrscheinlichkeit fur ,Erfolg“, bzw. ,Mierfolg, ist fur alle
Versuche gleich.

@ Zwei Stichprobenauswahlverfahren dazu:

o Unendliche Grundgesamtheit ohne Zuriicklegen, oder

o Endliche Grundgesamtheit mit Zurticklegen
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Binomialverteilun 0 / Wahrscheinlichkeitsfunktion

n!

n 7 n—x ° X n—x
= 1— - 51—
59 = () pra-pr = s a-p) |
. Wahrscheinlichkeit fir x ,Erfolge*, P(X =x) =f(x)
. Anzahl der Wiederholungen (Stichprobengréf3e)
. Wahrscheinlichkeit fur ,Erfolg”
. Anzahl an ,Erfolgen” (x =0,1,2,...,n)

f(x)
n
p
X
(Z) ... Binomialkoeffizient. Man sagt: ,n tUber x*“.
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Binomialverteilung /Erwartungswert

@ Erwartungswert
p=EX)=np |

@ Standardabweichung

o= /np(-p)
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Binomialverteilung /Beispiel
Experiment: Minze wird 5 mal geworfen. Beobachte Anzahl ,Kopf*.
Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fur 3 mal ,,Kopf‘?

Antwort: n =5, p = 0.5, x = 3, P(X = 3) = f(3),

n!

flx) = mpx (1-p)"*
f3) = _ S s (1-0.5)73
31(5—3)!
= 10-0.5%.0.5
= 03125
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Binomialverteilung / Beispiel

Bei einem Multiple-Choice-Test gibt es 20 Fragen mit je 5
Antwortmadglichkeiten, wobei immer nur (genau) eine richtig ist.

Wenn Sie keine einzige Frage beantworten kdnnen und daher bei
jeder Antwort raten, wie grof3 ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie den Test bestehen? Mindestens 10 Antworten miissen richtig
sein.

Wie lauten Erwartungswert und Standardabweichung fir die Anzahl
an richtigen Antworten?
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Binomialverteilung /Lssung

Die Zufallsvariable, X, heif3t: ,Anzahl der Erfolge unter 20“. Priifung
bestanden heifdt: 10, 11, 12, ..., 19, oder 20 Antworten sind richtig.
Die Anzahl der richtigen Antworten ist binomial verteilt mit n = 20
und p = 0.2. Daher

P(bestanden) = P(X >10) =f(10) +f(11) +--- +f(20)
203-10%+462-107*+---+1.05-107 4
0.0026

Q

Erwartungswert und Standardabweichung

= np=20-02=4

iz
c = \/np(1—p)=+/20-02-(1-02) =179
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Poissonverteilung

Beschreibt die Anzahl von Ereignissen innerhalb eines Intervalls.
@ Zufallsvariable heif3t: Anzahl von Ereignissen je Einheit (Zeit,
Lange, Flache, Raum, ...).
Beispiele:
o Anzahl von Kunden, die innerhalb von 20 Minuten eintreffen.
o Anzahl von Streiks pro Jahr.

o Anzahl an Schlagléchern pro StralRenkilometer.
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Poissonverteilu Ng / Modellvoraussetzungen

@ Die Wahrscheinlichkeit fir das Eintreten eines Ereignisses ist
konstant.

o Angenommen pro Stunde kommen im Durchschnitt 120 Kunden.
So bedeutet dies, dass in jeder der 60 Minuten im Durchschnitt 2
Kunden eintreffen.

@ Das Eintreten der einzelnen Ereignisse ist unabhéangig.

o Das Eintreffen eines Kunden beeinflusst nicht das Eintreffen
eines anderen Kunden.

o Das Auftreten von Schlagléchern in einem Strassen-
abschnitt beeinflusst nicht andere Strassenabschnitte.

@ Ein Ereignis pro Einheit.

o Es kdnnen nicht 2 Kunden zur selben Zeit eintreffen.
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Poissonverteilung /wahrscheinlichkeitsfunktion

X ,—A

fo =2 |
f(x) ... Wahrscheinlichkeit fur x ,Erfolge, f(x) =P(X = x)
A ... Erwartete (durchschnittliche) Anzahl von ,Erfolgen”
e ... Eulersche Zahl (2.71828...)
X ... Anzahl an ,Erfolgen” pro Einheit (x =0,1,2,...,00)
x! ... x-Faktorielle. x!'=x-(x—-1)-(x—2)-...-2-1,
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Poissonverteilung /Erwartungswert

@ Erwartungswert

p=EX) =2 |
@ Standardabweichung
o=vA |
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Poissonverteilung / Beispiel

In einer Bankfiliale treffen pro Stunde durchschnittlich 22 Kunden pro
Stunde ein.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass innerhalb von 15 Minuten
genau 4 Kunden eintreffen?

Wie grof3 sind Erwartungswert und Standardabweichung fir die
Anzahl der Kunden in einem 15-Minuten-Intervall?
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Poissonverteilung /Lssung

Anzahl der Kunden pro 15-Minuten-Intervall ist poisson verteilt mit
_ 2 _
A =7 =55
(22 Kunden pro Stunde = 5.5 Kunden pro 15 Minuten).

Wahrscheinlichkeit, dass genau 4 Kunden eintreffen:

AYeh
fl = PX=x) = ~—
5_54 675.5
f(4) =PX=4) = - 0.156
Erwartungswert und Standardabweichung
u= A =55
= VA = 2345
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Stetige Gleichverteilung

@ Gleichwahrscheinliche Realisationen
(Ergebnisse).

@ Dichtefunktion, ¢ < x < d:

@ Erwartungswertund
Standardabweichung

c u d
Erwartungswert

c+d d—c J Median
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Normalverteilung

@ Einfache mathematische
Eigenschaften.

@ Beschreibt gut viele stochastische
(zufallige) Prozesse und stetige
Ph&nomene.

@ Approximiert gut andere
(schwierig zu berechnende)
Verteilungen.

@ Ist Basis fiir klassische ” x
statistische Inferenz Erwartungswert

(statistisches SchlieRen). ':\/'A%fgﬁg
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Normalverteilung / bichtefunktion

f0) = 7= o [—% <x;yﬂ J

f(x) ... Wert der Dichte der Zufallsvariablen X an der Stelle x
U . Erwartungswert, Mittel der Grundgesamtheit

o . Standardabweichung in der Grundgesamtheit

T . 3.14159...

e . Eulersche Zahl (2.71828...), exp(x) = e*

X ... Wertder Zufallsvariablen X, (—oo < x < o0)

Die Normalverteilung hat 2 Parameter: u und o.
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Approximation der Binomialverteilung

Die Binomialverteilung mit Parametern n (Wiederholungen) und p
(Wahrscheinlichkeit fur ,Erfolg“) kann durch die Normalverteilung
approximiert werden, falls gilt (Fausregel!)

np(l—p) =9 |
@ Erwartungswert
Hp=mnp
@ Standardabweichung
o — PP .
P n
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Zentraler Grenzwertsatz

Seien X; (i = 1,...,n) unabhéngige stetige Zufallsvariable mit
Mittelwert 2 und Standardabweichung o
Wir betrachten die Zufallsvariable (arithmetisches Mittel)

- 1
X:EZ&
Bei hinreichend groRem n (StichprobengroRe) ist X annaherend

normalverteilt mit -

NG

Oz =

Faustregel: n 2 30.
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Exponentialverteilung

@ Parameter: A

@ Dichtefunktion, x > 0:

f(x) = A exp(—Ax) |

@ Verteilungsfunktion:

F(x) =P(X <x) =1—exp(—Ax) J

® Erwartungswert und Standardabweichung:

1ot
S
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Exponentialverteilung

Beschreibt Zeit oder Distanz zwischen Ereignissen.
o Wird in Warteschlangemodellen verwendet.
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