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Finanzmathematik und Quantitative Finance

@ Grundbegriffe

Portfolio Management

Derivative

Das Binomialmodell

Das stochastische Modell flir Aktienkurse

Stochastische Analysis

Das Black-Scholes Modell
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Prognose und Zeitreihenanalyse

@ Daten und Indizes

@ Beschreibung von Zeitreihen

@ Zerlegung von Zeitreihen, Glattung und Saisonbereinigung
@ Regression

® Autoregressive moving average (ARMA) Modelle
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Kapitel 1

Multivariate Analysis

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — | — Multivariate Analysis — 1/38




Lernziele

Funktionen in mehreren Variablen

Graph und Niveaulinien einer Funktion in zwei Variablen

Partielle Ableitung und Gradient

Lokale und globale Extrema

Lagrange-Ansatz
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Funktionen in mehreren Variablen

Eine reelle Funktion in mehreren Variablen ist eine Abbildung, die
jedem Vektor x eine reelle Zahl zuordnet.

f; R" - R,x r—>f(x) :f(xl,xZ,...,xn) J

Die Komponenten x; des Vektors x heil3en die Variablen der
Funktion f.

Funktionen in zwei Variablen lassen sich durch den Graphen
(Funktionengebirge) veranschaulichen.

Dabei wird fir jeden Punkt in der (x, y)-Ebene der Funktionswert
f(x,y) in die z-Richtung eingezeichnet.
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Graph einer Funktion in zwei Variablen

fiR? =R, (x,y) — f(x,y) = exp(—x* —y?)

N

AR

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — | — Multivariate Analysis — 4/ 38




Niveaulinien

Eine Isoquante (Hohenlinie , Niveaulinie ) ist die Menge aller Punkte
(x,y) mitf(x,y) = c (c € R konstant).

Die Funktion f hat daher auf einer Hohenlinie den gleichen
Funktionswert.
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Partielle Ableitung

Wir untersuchen die Anderung des Funktionswertes wenn wir eine
Variable x; variieren und alle anderen konstant lassen. Wir erhalten
dadurch die (erste) partielle Anleitung von f nach x;:

axl Ax;—0 AX,‘

fxz( ) af lim F(...,xi+Axi,...)—P(...,xi,...) J

Wir erhalten die partielle Ableitung nach x; wenn wir alle anderen
Variablen als Konstante auffassen und f nach den bekannten Regeln
fir Funktionen in einer Variable nach x; ableiten.
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Partielle Ableitung /Beispiel

Gesucht sind die ersten partiellen Ableitungen von

f(x1,x2) = sin(2x7) - cos(xp)

fu = 2-cos(2xy)- cos(xp)
N—_——
als Konstante betrachtet

fo, = sin(2x1) (—sin(xy))
——

als Konstante betrachtet

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — | — Multivariate Analysis — 7 /38




Partielle Ableitung /Beispiel

Gesucht sich die ersten partiellen Ableitungen von

flx,y) =x*+3xy

fr = 2x+3y
fy = 0+3x
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Der Gradient

Wir fassen die partiellen Ableitungen erster Ordnung zu einem
Vektor, dem Gradienten an der Stelle x, zusammen.

Vi) = (f, (%), .-+ fr, (%)) J

@ Vf heifdt auch ,nabla f*.
@ Der Gradient wird oft als Zeilenvektor geschrieben.

@ Der Gradient einer Funktion f zeigt in die Richtung des steilsten
Anstieges von f. Seine Lange gibt diese Steigung an.

@ Der Gradient steht immer normal auf die entsprechende
Niveaulinie.

@ Der Gradient ,spielt* die gleiche Rolle wie die erste Ableitung bei
Funktionen in einer Variablen.
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Der Gradient /Beispiel

Gesucht ist der Gradient von
flx,y) = x? +3xy
an der Stelle x = (3,2).

Vf(x) = (2x + 3y, 3x)
V£(3,2) = (12,9)
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Hohere partielle Ableitungen

Analog zu den Funktionen in einer Variablen kdnnen wir partielle
Ableitungen nochmals ableiten und erhalten so héhere partielle
Ableitungen .

2 2
finl®) = 5od () bow. fin () = S5 () J

Es kommt auf die Reihenfolge beim Differenzieren nicht an (falls alle
zweiten partiellen Ableitungen existieren und stetig sind):

0x1.0X; X = 9x;0X;

2 2
of of (x)J
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Hohere partielle Ableitungen  /Beispiel

Gesucht sind alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von

flxy) =x*+3xy

Erste partielle Ableitungen:
fr=2x+3y f,=0+3x

Zweite partielle Ableitungen:

fxx:2 fxy:?’
fyx =3 fyy=0
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Extrema (Optimierung)

xo heil3t globales Maximum von f, falls fir alle x gilt:

fxo) = f(x)

xo heilt lokales Maximum von f, falls fur alle x in einer geeigneten
Umgebung von xq (i.e. Menge aller Punkte in der Nahe von xg) gilt:

flxo) = f(x)

Analog werden globales Minimum und lokales Minimum definiert.

Minimum und Maximum werden als Extremum von f bezeichnet.

Aufgabe:
Suche Extrema einer gegebenen Funktionen.
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Extrema /Beispiel

_ls 1o
f(x,y)—6x x+4xy
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Stationarer Punkt

Ein Punkt xg, in dem der Gradient verschwindet, i.e.,
Vf(xp) =0

heil3t stationérer Punkt von f.

Es gilt (notwendige Bedingung):

Jedes Extremum von f ist ein stationdrer Punkt von f. |

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — | — Multivariate Analysis — 15/ 38

Stationarer Punkt /Beispiel

Suche alle stationaren Punkte von
1 5

1
flx,y) = 6x3 —x+ %Y
Bilde alle ersten partiellen Ableitungen und setze diese Null:
0 £ = 12-1+18 = 0
(In f, = ixy =0

Die stationéren Punkte von f sind nun die Losungen dieses
Gleichungssystems:

X1 = (O, 2) Xy = (0, —2)
x3 = (V/2,0) xy = (—V/2,0)
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Stationare Punkte: Lokale Extrema

Lokales Maximum Lokales Minimum
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Stationare Punkte: Sattelpunkte und andere

Nay;
...""ll'.
Tty

Sattelpunkt Beispiel fur hthere Ordnung
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Die Hesse-Matrix

Die Matrix aller zweiten partiellen Ableitungen einer Funktion f an der
Stelle x wird als Hesse-Matrix H(x) bezeichnet.

fan () fun(x) oo fox, (%)

Hf(x): fxle:(x) foxz:(x) fxzx,z(x)

v () fon(X) o0 fr (x)

Die Hesse-Matrix bestimmt ob die Funktion f in der Néhe von x
konvex oder konkav ist (oder nicht).

Sie ,spielt* die gleiche Rolle, wie die zweite Ableitung von Funktionen
in einer Variablen.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — | — Multivariate Analysis — 19/ 38




Die Hesse-Matrix /Beispiel

Berechne die Hesse-Matrix an den Stellen x; = (0,2) und
x4 = (—/2,0) von

_1 3 1 2
flay) = g ¥ —x+ 7 xy

el 14l fasr fys
fy:%xy fyx:%y fw =

_ frx(x) fxy(x) _ x y
) = (20 ) - (1)

Hf(xp) = <(1) (1)> Hf(xq) = <_S/§ _O\/_§>

2

NI M=
=

N—= N—=
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Hauptminoren

Wir benétigen das ,Vorzeichen® (die Definitheit ) der Hesse-Matrix.
Die Definitheit der Hesse-Matrix kann mit Hilfe der sogenannten
Hauptminoren festgestellt werden.

Die Determinante der linken oberen k x k-Untermatrix hei3t der
k-te (fihrende) Hauptminor

fan () fuxn () oo fux (%)

Mk: fxlez(x) fxzxzz(x) fxlez(x)

frn (®) fan(®) oo fox (%)
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Hauptminoren /Beispiel

Berechne alle Hauptminoren der Hesse-Matrix an den Stellen
x1 = (0,2) und x4 = (—v/2,0) von

_ls 1o
f(x,y)—6x x+4xy

01
Hf(xl)—<1 0) M; =0
Mzzo 1:—1
10
-vV2 0
Hf(x4):< 0 Nel My = —2
T2
-V2 0
0 =%
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Hinreichende Bedingung fur Lokale Extrema

Fur Funktionen in zwei Variablen erhalten wir folgende Bedingung:

Sei x¢ ein stationéarer Punkt von f, und
M und M, die Hauptminoren von Hf(xo).

@ M;<0 = xp ist Sattelpunkt
(b) Mp; >0undM; >0 = «xgistlokales Minimum
(c) Mp;>0undM; <0 = «xgistlokales Maximum

(d M=0 = Keine Aussage moglich
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Lokale Extrema / Beispiel

Berechne alle lokalen Extrema der Funktion

1 1
flx,y) = fx3fx+ xy

Stationare Punkte:
x = (0,2): M;=-1<0 = Sattelpunkt

x=(0-2): My=-1<0 = Sattelpunkt

x3= (V2,00 My=1>0,M;=v2>0 = lokales Minimum
(—=v2,0): My =1>0,M; = —v/2 <0 = lokales Maximum
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Hinreichende Bedingung fur Lokale Extrema  /Aligemein

Sei xy ein stationérer Punkt von f, und
M der k-te Hauptminoren von Hg(xo).

(a) Alle Hauptminoren M > 0
= xj ist ein lokales Minimum von f.

(b) Fiir alle Hauptminoren gilt (—1)kM; > 0
= xp ist ein lokales Maximum von f.

(c) det(Hf(xo)) # 0, aber weder (a) noch (b) sind erfullt
= x ist ein Sattelpunkt von f.

(d) Andernfalls ist keine Aussage mdoglich, d.h. xy kann ein lokales
Extremum sein, muf3 aber nicht.
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Lokale Extrema /Beispiel

Wir suchen die lokalen Extrema der Funktion

fla,x,x3) = (01 = 1) + (2 +2)* + (3 +1)°

Vf = (2(x1 — 1), 2(x2 +2), 2(x3+1)) = (0,0, 0)

Der einzige stationédre Punkt ist xo = (1, -2, —1).

2 00
Hf (x) = 020
00 2
Alle Hauptminoren sind positiv: M1 =2, My, =4, M3 =8
= X ist ein lokales Minimum.
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Globale Extrema

Aufgabe:
Suche den hdchsten Punkt der Welk.

Die Berechnung globaler Extrema von Funktionen in mehr als einer
Variablen ist im allgemeinen sehr schwierig.

Wir wollen hier nur folgenden Spezialfall behandeln:

Sei x ein stationarer Punkt vonf, und

My der k-te Hauptminoren von Hy(x).

@ Falls alle Hauptminoren M > 0 fir alle x, dann ist xg ist ein
globales Minimum von f.

@ Falls fur alle Hauptminor (—1)*M; > 0 fir alle x, dann ist x; ist
ein globales Maximum von f.

Josef Leydold (© 2006
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Globale Extrema 1/ Beispiel

Wir suchen die globalen Extrema der Funktion

fla,x,x3) = (11 = 1) + (2 +2)* + (3 + 1)

Der einzige stationére Punkt ist xo = (1, -2, —1).

SN

00
Hf(x) = 20
00
Die Hesse-Matrix ist unabh&angig von x und alle Hauptminoren sind
(fur alle x) positiv: M1 =2, M =4, M3 =8

2

= xy ist ein globales Minimum.
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Optimierung unter Nebenbedingungen

Aufgabe:
Berechne
max / min f(x,y)

unter der Nebenbedingung (constraint)

glxy) =c

Beispiel:
Wir suchen die lokalen Extrema der Funktion

flxy) =2 +2¢
unter der Nebenbedingung

gxy)=x+y=3
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Graphische Lésung

Im Falle von zwei Variablen kénnen wir das Problem graphisch
Josen,

© Zeichne die Nebenbedingung ¢(x,y) = ¢ in die xy-Ebene ein.
(Kurve in der Ebene)

© Zeichne ,geeignete” Niveaulinien der zu optimierenden Funktion
f(x,y) ein.

© Untersuche an hand der Zeichnung welche Niveaulinien den
zulassigen Bereich schneiden und bestimme die ungefahre
Lage der Extrema.
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Graphische Lésung /Beispiel

_______
- ~o
- S~

lokales Minimum

- ~-<

S
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Gradienten
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Lagrangefunktion

Wir erzeugen uns aus f, g und einer Hilfsvariablen A eine neue
Funktion, die Lagrange-Funktion :

L0y A) =f(xy) —A(gxy) —c) |

Die Hilfsvariable A heif3t Lagrange-Multiplikator
Wenn die Nebenbedingung erfiillt ist, so stimmen f und £ Gberein.

Lokale Extrema von f gegeben g(x,y) = c sind stationare Punkte der
Lagrangefunktion L:

Ly=fi—Agx=0

Ly=fy—Ag =0
Ly=—-(gly)—c)=0
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Lagrangefunktion /Beispiel

Wir suchen die lokalen Extrema der

fx,y) =x>+2y> gegeben  g(x,y) =x+y=3

Lagrangefunktion:
LxyA) = (& +21%) = Alx+y —3)
Stationare Punkte:

Ly=2x—A =0
Ly=4y—A =0
Ly=3-x—y =0

= einziger stationdrer Punkt: (xo; Ag) = (2,1;4)
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Geranderte Hesse-Matrix

Die Matrix

0 & &
H(x): 8x Lxx Acxy

8y Lyx Ly

heif3t die geranderte Hesse-Matrix .

Hinreichende Bedingung fir lokales Extremum:
Sei (xp; Ap) ein stationérer Punkt von L.

® [H(xo)| >0 = xq istlokales Maximum.

® |[H(xp)] <0 = xistlokales Minimum.
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Geranderte Hesse-Matrix / Beispiel

Wir suchen die lokalen Extrema der

flx,y) =x*+2y> gegeben  g(x,y) =x+y=3

Lagrangefunktion:(xg; Ag) = (2,1;4)
Ly A) = (" +20%) —Ax+y—3)

Stationarer Punkt: (xg; Ag) = (2,1;4)
Determinante der gerénderte Hesse-Matrix:
0 & g 011
H(x0)| = |g¢ Lax Lyy|=|1 2 0/=-6<0
8y Lyx Ly 10 4

= xp = (2,1) ist ein lokales Minimum.
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Lagrangemultiplikator  /Eine Interpretation

Die Lage des Extremums x* hangt von ¢ der Nebenbedingung ab,
x* = x*(c), und somit auch der Extremalwert von f*:

fre) =f(x"(c))
Wie andert sich f*(c) mit c?
Im Optimimum stimmen £ und f Uberein. Daher ist

df*(c oL d
P19 _ % _ 2 (p) — agle) + Ac)=
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Optimierung unter Nebenbedingungen  / Aligemeiner Fall

Aufgabe:
Berechne
max / min f(x)

unter den Nebenbedingungen

g1(x) =a
: (m < n)
gm(x) = cm
Lagrangefunktion
m
L5, ) = () ~ L Ai(gi(x) ) J
i=1
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Kapitel 2

Kovarianz und Korrelation
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Lernziele

@ Mathematische und statistische Grundlagen der Portfoliotheorie
@ Kovarianz und Korrelation

@ Kovarianz- und Korrelationsmatrix

Multivariate Normalverteilung

@ Erzeugen von multinormalverteilten Zufallsvektoren
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Erwartungswert einer Linearkombination

Der Erwartungswert einer Linearkombination von ZVen ist die
Linearkombination der einzelnen Erwartungswerte:

‘E(aX—l—bY—i-c) =aE(X)+bE(Y)+c |

Allgemein

Voraussetzung: alle Erwartungswerte existieren.
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Varianz einer Linearkombination

Die Varianz einer Linearkombination von ZVen ist nicht die
Linearkombination der einzelnen Varianzen. Es gilt:

V(@aX+bY+c)=a®V(X)+2abCov(X,Y) + B> V(Y) J

Die Konstante ¢ beeinflusst die Varianz nicht.

Bei der Varianz einer Summe tritt ein gemischter Term auf:
die Kovarianz der beiden ZVen.

Nur wenn die Kovarianz der beiden ZVen Null ist, also beide
unkorreliert sind, gilt:

.Die Varianz der Summe ist gleich die Summe der Varianzen®.

Voraussetzung: alle Varianzen existieren.
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Kovarianz

Die Kovarianz zwischen zwei ZV X und Y ist definiert als

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
= Zx,y(x - .uX) (]/ - P‘y) P(X =xY= y)

Hier gilt auch ein Verschiebungssatz:

E[(X - E(X))(Y - E(Y))] = E[XY] - E(X) E(Y) |

Bemerkung: Ist Cov(X,Y) = 0, folgt
E[XY] =E(X)E(Y)
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Normalverteilte Zufallsvariable

Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung:
Seien die ZVen X und Y normalverteilt mit

X ~N(p,07), Y ~N(py,07) und Cov(X,Y) = oy

Dann ist
Z=aX+bY+c~ N(us,0?)
pz=apx+bp,+c
07 =a? 07 +2aboy + b oy
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Korrelation

Die Korrelation zwischen zwei ZV X und Y ist definiert als

Corr(X,Y) =p(X,Y) =p =

Cov(X,Y)
VOO V() J

Es gilt immer

-1 <Corr(X,Y) <1 J

Cov(X,Y) = Corr(X,Y) /V(X) V(Y)

Corr(X,Y)=0 < Cov(X,Y)=0
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Unkorrelierte Zufallsvariable

Sind X und Y unkorreliert, so gilt
V(X+Y)=V(X)+ V()

aber auch
V(X-Y)=V(X)+V(Y)

Allgemein gilt fir unkorrelierte ZV X;

v(faixl) = ia,-zV(Xi) J
i=1 i=1
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Unabhangige Zufallsvariable

Zwei Zufallsvariable X und Y hei3en (stochastisch) unabhéngig
wenn
PX=xY=y)=PX=x)-P(Y=y)

fr all moglichen Merkmalsauspragungen x und y.

Unabhangige Zufallsvariable sind immer unkorreliert, i.e.

X, Y unabhangiy = Corr(X,Y)=Cov(X,Y)=0 |

Die Umkehrung gilt jedoch nicht!
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Beispiel 1 — 2-dimensionale Verteilung

Wir suchen fir Y = X; + X, Erwartung und Varianz.

Die ZVen X; und X, besitzen die gemeinsame Verteilung

P(X;=x,Xo0=x) | X2=~-1| Xo=1 | P(X; =x1)
X;=1 0.12 0.48 0.60
X1=2 0.08 0.32 0.40
P(X;=1x) | 020 0.80 1.00
Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — Il — Kovarianz und Korrelation — 10/ 41

Beispiel 1 /summe

Die Werte von Y = X7 + X, erhalt man tber die Tabelle

Y=X1+X | Xo=-1|X,=1
X1=1 0 2
X1=2 1

mit der Verteilung

Y=0|vy=1|vy=2]|vy=3| ¢
P(Y=y)| 012 | 008 | 048 | 032 |1.00
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Beispiel 1 /Erwartungswert E(Y)

Fir den Erwartungswert von Y erhalten wir

E(Y)=) yP(Y=y)=0-012+---+3-032=20

Nach unseren Regeln ergibt sich
E(Y) =E(X1+ X)) =E(X1) +E(X;) =14+ 0.6 =2.0

E(X)) = YaiP(Xi = x1) = 1-0.60 +2-0.40 — 1.4
E(Xz) =Y xP(X; = Xz) = (—1) -0.2041-0.80 =0.6
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Beispiel 1 /varianz v(Y)

Fur die Varianz von Y erhalten wir
V(Y) = E[(Y - E(Y))’] =E[Y?] - [E(Y)] =
=0%-012+---+3%2.0.32-2.02=0.88
Nach unseren Regeln ergibt sich

V(Y) = V(X1 + X2) = V(Xl) +2COV(X1,X2) +V(X2) =
=0.24+2-0.004+0.64 = 0.88
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Beispiel 1 /varianz v(Y)

V(X1) = L3 P(Xy = x1) — [E(X1)]* =
=12.0.60 + (22) - 0.40 — 1.4*> = 0.24

V(X2) = L P(Xz = x2) — [E(X2)]* =
=(-1)2-0.20 +1%2-0.80 — 0.6*> = 0.64

Cov(Xy, X2) = E[X; —E(X7)][X2 —E(Xp)] =
= E[X1 Xo] —E(X1) E(Xz) =
= Y0 X102 P(X1 = x1, X = x2) — E(X1) E(X2) =
=1-(-1)-012+1-1-048+---+2-1-032-14-0.6 =
=0 (einfacher: X7 und X, sind unabhéngig)
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Beispiel 2 — 2-dimensionale Verteilung

Die ZVen X; und X, besitzen die gleichen Randverteilungen wie in
Beispiel 1. Die gemeinsame Verteilung sei hingegen

P(Xi=x,%=%) | Xo=-1]|X=1]|PX =x)
X;=1| 000 0.60 0.60
X;=2| 020 0.20 0.40
P(X,=1x) | 020 0.80 1.00

Wir suchen fur Y = X7 + X, Erwartung und Varianz.

Y=0|Y=1|Y=2]|Y=3
P(Y=y) | 000 | 020 | 060 | 020 |1.00
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Beispiel 2 /Erwartungswert E(Y)

Fur den Erwartungswert von Y erhalten wir
E(Y)=) yP(Y=y)=1-020+--+3-020=2.0
Erwartungswert von X; und X, sind dieselben wie in Beispiel 1.
Nach unseren Regeln ergibt sich daher wie in Beispiel 1
E(Y)=E(Xi+X) =E(X1)+E(X2) =14+06=2.0

EX))=YxPX;=x)=1-060+2-040=1.4
E(Xz) =Y x P(Xz = xz) = (—1) -0.204+1-0.80 =0.6
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Beispiel 2 /Varianz V(Y)

Fir die Varianz von Y erhalten wir

V(Y) = E[(Y ~ E(Y))?] = E[Y?] - [E(Y)]* =
=12.0.20 +22-0.60 + 3% -0.20 — 2.0> = 0.48

Varianzen von X7 und X, sind dieselben wie im Beispiel 1.
Die Kovarianz ist aber neu zu berechnen.
Nach unseren Regeln ergibt sich daher

V(YY) =V(X1+Xp) = V(X1) +2Cov(Xy, X2) + V(Xp) =
=024+2-(-0.24) +0.64 = 0.48
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Beispiel 2 /varianz v(Y)

V(Xi) =024  (Bsp. 1)
V(X,) =064  (Bsp. 1)

Cov(Xy, X2) = E[X; — E(X1)][X2 — E(X2)] =
= E[X1 Xo] - E(X1) E(Xz) =
= Y0 X102 P(X1 = x1, X = x2) — E(X1) E(X2) =
—1-(~1)-0.00+1-1-0.60+--+2-1-020—1.4-0.6 =
=-0.24
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Beispiel 2 /Korrelation

Durch die Addition der Variablen X; zu X, wird die Varianz von
X1 4+ X, gegeniber der von X, alleine deutlich reduziert.

Die Kovarianz ist negativ, Cov (X3, X;) = —0.24, und daher auch die
Korrelation:
Cov (X3, X -0.24
Corr(X1, X2) ov(Xi, Xa) _ —0.612

VX)) V(X2) VO2A 064
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Beispiel 3 — Unkorrelierte Zufallsvariable

Gegeben seien n unkorreliert Zufallsvariable, Xj, ..., X, die die
gleichen Erwartungswerte, E(X;) = ... = E(X,,) = p und die
gleichen Varianzen, V(X1) = ... = V(X,) = ¢? besitzen.

n n n
V(ZXl) =Y VX)) =) o> =no?
i=1 i=1 i=1
Die Varianz steigt proportional mit der Anzahl der Summanden.

Die Standardabweichung steigt nur mit der Wurzel der Anzahl der
Summanden:

V(i}g) =Vnol=\no
i=1
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Beispiel 4 — Diversifikation

Die beiden ZVen Ry und R, sind die Renditen von zwei
verschiedenen Wertpapieren. Der aktuell Tageskurs sei bei beiden
gleich.

Angenommen die ZVen R; und R, sind unkorreliert und haben
gleichen Erwartungswert und gleiche Varianzen:

E(R) =E(Ry) =,  V(R) = V(Ry) = 0°

Wir stellen 3 Portfolios zusammen:
A. Nur Papier 1,
B. Nur Papier 2,

C. Papier 1 und Papier 2 je mit einem Anteil von 1/2.
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Beispiel 4 — Diversifikation
Wir berechnen von den 3 Portfolios Erwartungswert und Varianz.
E(A)=ER) =4,  V(A)=V(R) =02
E(B)=E(R2) =p, V(B)=V(Ry) =0
E(C) = E(3R1 + 3R2) = 3E(Rq) + 3E(R2) = 1,
(

3)*V(R1) + (3)*V(Ry) = 302

Wir sind indifferent zwischen den Papieren 1 und 2.
Portfolio C liefert hingegen mit derselben erwarteten Rendite nur die
halbe Varianz.
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Risikostreuung und Korrelation

Die Reduktion der Varianz durch Diversifikation (Risikostreuung) ist
auch bei nicht zu stark positiven Korrelationen sinnvoll.

Besonders interessant wird sie bei negativen Korrelationen.
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Risikostreuung und p = 41

Bei starker positiver Korrelation zwischen den Renditen ist die
Varianz auch im Portfolio C hoch.

Aus Corr(R1,Ry) = 1 erhalten wir
Cov(R1,Ry) = Corr(Ry, Ry) /V(R1) V(Ry) = 0?
E(C) = E(3R1 + 3Ry) = 3E(R1) + 3B(Ry) = pt
V(©) = V(R + }Ro) =
= (3)*V(R1) +2-5 - 3 Cov(Ry, Ra) + (3)*V(Ra)
= g2

Portfolio C ist nun gleich schlecht wie A oder B.
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Risikostreuungund p = —1

Bei starker negativer Korrelation zwischen den Renditen
verschwindet die Varianz im Portfolio C (fast).

Aus Corr(R1, Rp) = —1 erhalten wir
Cov(Ry,Ry) = Corr(Ry,Ry) /V(Ry) V(Ry) = —0?
E(C) = E(3R1 + 3Ry) = 3E(R1) + 3B(Ry) = pt
V(C) = V(iR + IRy) =

= (AV(R) +2-1 - §Cov(Ri,Ra) + (3RV(Ra)
=0
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Optimale Risikostreuung

Angenommen zwei Renditen R; und R, mit E(Ry) = p1, E(Rp) = ua
und V(Ry) = 02, V(Ry) = 02 und Kovarianz oy, liegen vor.

Wir suchen die Kombination &1 R1 + a» Ry, mit minimaler Varianz
unter der Einschrankung, dass die Summe der Gewichte 1 sei.

min,xl,az V[Dél Rl + an R2}
NB: g +ar =1
Lagrange-Ansatz:

Ly, a0;A) = V[ Ry + aa Rp] + A (1 — ag — ap)
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Optimale Risikostreuung

L(Dél,l)éz,')\) = (X%U’% + 201 ap 012 +Dé%0’22 +)L(1 — N — 062)
Notwendige Bedingungen (stationédre Punkte):

L,x] : 20(10'124-20(20'12—)\:0
Ly, : 200012+ 2a05 —A =0
L/\Z 1—0(1—0(220

Mit ap = 1 — a4 ergibt die Losung des Gleichungssystems

2
0'2 — 012

N =— "7
2 2
o1 72012+(Tz
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Varianz einer Linearkombination — Allgemein

Gegeben seien n Zufallsvariable, X3, ..., X}, wobei die X; die
Erwartungswerte y;, die Standardabweichungen ¢; und die
Kovarianzen o;; besitzen,

EX)=m, VX)=0=0;

Cov(X;, Xj) = E[(Xi — pi)(Xj — )] = 03

Die Varianz einer Linearkombination dieser ZVen, Y1 ; a; X;, ist

n n n
v(Lox) - £Ewae
i=1

i=1j=1
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Varianz einer Linearkombination: n—=2

Setzen wir n = 2, so erhalten wir

V(Zzzzl a; Xi) =Y, ZJZ=1 a;a; 0jj =

2 2
= Zj:l aya; 0+ Zj:l ap aj Oy =
=(mmon+aaxonn) + (axa1 001 +ara,0%) =

2.2 2 2
=ay07 +2a1a,013 +a;05 =

= a3 V(X1) + 2a1 4, Cov(Xy, X2) + a3 V(X2)
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Varianz einer Linearkombination: n=3
Setzen wir n = 3, so erhalten wir
V(Z?:l a; Xi) =Y, ]3:1 ai 8 0ij =

—y3 O 3 . O 3 e
= j=1a1a]0-1]+Zj=1a2”]0-2]+2j=1a3a]‘73]—

2 2 2 2 2 2
=a707 +2a1ay 012 +2a1a3 013 + a5 0y + 243 a3 023 + a5 03
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Kovarianzmatrix

Sei X ein Spaltenvektor der ZVen X; und u der zugehdrige Vektor der
Erwartungswerte.

X:<X1,...,Xn)/, }lZ(]/ll,...,]/ln)/

Wir multiplizieren (X — u) - (X — p)’ und erhalten eine
(n x n)-Matrix, in Elementschreibweise [(X; — #;) (Xj — p)]nxn-
Deren Erwartungswert heif3t Kovarianzmatrix X von X,

L =E[(X = m)(X—p)] = E(Xi = i) (Xj = #)lwsn
bzw. mittels Kovarianzen oj; = E[(X; — p;)(X; — p;)]

= [(Tij]nxn
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Varianz in Matrixschreibweise

Die Varianz einer Linearkombination von ZVen in Matrixschreibweise
ist

i=1j=1

V(iai){l) = iiﬂlﬂ](ﬂ] =a'Za J
i=1

wobei a = (aq,...,a,)" der Spaltenvektor der Koeffizienten g; ist.
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Eigenschaften der Kovarianzmatrix

Die wichtigsten Eigenschaften der Kovarianzmatrix sind:

@ X ist symmetrisch .
Da o;; = E[(X; — pi)(Xj — pj)] = E[(X; — wj) (Xi — )] = 0ji gilt,
ist
L = (o] = [05:] = &'
@ X ist positiv semidefinit .

aXa>0 fur alle Vektoren a.

Das heil3t, die Varianz einer Summe von ZVen ist immer grof3er
oder gleich Null.
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Korrelationsmatrix

Die Korrelation, p;;, zwischen X; und X; erhalt man aus
0
Pij =

wobei Oij = COV(XZ', X]) und gj; = COV(XI', Xz) = V(Xl)

Die Korrelationsmatrix R des Vektors X ist
R = [0j]nxn = diag{on1, ..., 0} /* - - diag{on, . .., O} 1/ J

Die Hauptdiagonale der Korrelationsmatrix besteht nur aus Einsen.

diag{oy, ... ,Unn}_1/2 = diag{\/o11, ..., \/O’nn}_l
ist Diagonalmatrix mit Standardabweichungen als Diagonalelemente.
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Multivariate Normalverteilung

Sei X eine Spaltenvektor von Zufallsvariablen, X = (Xy,...,X,)’, die
gemeinsam normal verteilt sind.

X ~N(uX)
w=(m,... ,yn)’ ist der Vektor der Erwartungswerte der X;.
pni = E(Xi)
L = [0y] ist die Kovarianzmatrix des Vektors X.

o = E[(Xi — i) (Xj — pj)]

Man schreibt auch X ~ MN(p, Z).  (multivariat normal)
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Beispiel — Bivariate Normalverteilung

Sei X ein Spaltenvektor von Zufallsvariablen, X = (X, X,)’, die
gemeinsam normal verteilt sind (n = 2).

X ~N(pX)
Die Erwartungswerte seien u = (3,5)’, die Kovarianzmatrix £ = o]

ist gegeben durch 011 = V(X1) =4, 0 = V(X3) = 9 und
O1p = COV(Xl,Xz) = 3.
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Cholesky-Zerlegung der Kovarianzmatrix

Jede symmetrische, positiv definite (n x n)-Matrix £ kann als
Produkt einer unteren Dreiecksmatrix L mit sich selbst zerlegt
werden.

L=LL

Es gibt auch die Zerlegung
r=LDL

Hier ist L eine untere Dreiecksmatrix mit Einser in der
Hauptdiagonale. D ist eine Diagonalmatrix. Es gilt: L /D = L.

(Untere Diagonalmatrix heif3t, dass die Elemente oberhalb der
Hauptdiagonale sind Null.)
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Erzeugung von Normalverteilten Zufallsvektoren

Gesucht ist ein Vektor X mit X ~ N(p, Z) mit gegebenem z und X.
Der Ansatz ist
X=Le+pu

mitL = LL" und e ~ N(0,I).

© Berechne Cholesky-Faktor L der Kovarianzmatrix X.

© Generiere beliebig viele Vektoren e der Lange 1 mit den
Ublichen Zufallszahlengeneratoren fir standard-normalverteilte
univariate Zufallszahlen.

© EinsetzeninX =Le+ u liefert multivariat normalverteilte
Vektoren mit der gewiinschten Kovarianz- bzw.
Korrelationsstruktur.
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Erzeugung von Normalverteilten Zufallsvektoren

Warum funktioniert die Methode?
@ Der Erwartungswert von X ist der gewlnschte:
E(X)=E(Le+u)=LE(e) +u=mn
da E(e) = 0 gilt.
@ Die Kovarianzmatrix von X ist X::
V(X) =E[(X —p) (X —p)] = E[(Le) (Le)] =
=E[(Le)(e'L")] =LE[e€e']L' =LIL' =LL =%

@ X ist normalverteilt, da jedes X; aus einer Linearkombination
der normalverteilten €; gebildet wird.
(Vgl. die Reproduktionseigenschaft)
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Kapitel 3

Portfolio Management
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Lernziele

@ Konzept der modernen Portfolio-Theorie
@ Capital Asset Pricing Model
@ Optimieren eines Portfolios

@ Analyse der Portfolioperformance
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Einleitung

Einer der Bausteine der Optionspreistheorie ist Hedging des
Basisobjekts mit der Option um ein risikofreies Portfolio zu erhalten.

Nicht jedes Portfolio ist bzw. soll risikofrei sein, nicht jeder Anleger
hedgt.

In diesem Abschnitt sehen wir, wie ein riskantes Portfolio mit dem
Ziel einen Ertrag zu garantieren und dabei das Risiko zu kontrollieren
erstellt werden kann.
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Annahmen

Wir treffen folgende Annahmen:

@ Wir halten ein Portfolio eine Periode gegebener Lange, und
untersuchen das Ergebnis am Ende dieser Periode.

@ Wahrend dieser Periode sind die Renditen normalverteilt.

@ Daher genligt es die Renditen durch Erwartungswert und
Standardabweichung (Volatilitit) zu charakterisieren.
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Notation

@ Wir ziehen N Wertpapiere in die engere Wahl aus denen wir ein
Portfolio zusammenstellen wollen. Im Folgenden beziehen wir
uns nur auf Aktien.

@ Der heutige Wert des Papiers i sei S; und seine Rendite tber
unseren Zeithorizont T sei R;.

@ R; ist die zukiinftige Rendite und daher nicht bekannt.

@ Die Renditen werden als normalverteilt angenommen mit
Erwartungswert (y; T) und Standardabweichung (c; v/T).

@ Die Korrelationen zwischen den Renditen von Papieren i und
Papieren j sind p;;.

@ Die Parameter u;, o; und p;; beziehen sich auf Drift, Volatilitiit
und Korrelation, jeweils auf die Zeiteinheit von 1 Jahr bezogen.
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Ein Portfolio Uber den Zeithorizont T

@ Ein nomineller Anlagebetrag I'T wird auf N Papiere aufgeteilt.
@ Wir halten von jedem Papier w; Stiick.

@ Der Wert des gesamten Portfolios ist zu Beginn der Periode
N
11 = Zwi Sl'
i=1
@ Am Ende der Halteperiode ist der Wert des Portfolios

N
i=1
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Portfoliorendite und Gewichte

Fur die relative Veranderung des Portfolios, die Portfoliorendite,
(IT+6IT)—IT _ 611

I = 97, ergibtsich
o1 N
— =) WiR,
=
wobei P P
W = i I
o ws 10

Die W; sind Gewichte und geben den wertmifligen Anteil fir Papier i
an der Gesamtinvestition IT an. Sie summieren sich zu Eins.

N
Y wi=1
i=1
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Drift und Volatilitdt der Portfoliorendite

Die erwartete Rendite unseres Portfolios bezogen auf die
Halteperiode der Lange T, (ur1 T), ist dann einfach
ST N N
pnT = E[ﬁ] =Y WiER]=)
i=1 i=1
Der Drift des Portfolios ist
N
prr =Y Wip
i=1

Die Volatilitat ist analog

-
M-

Il
—_
=
Il
—_

N N
o =) WiWo; =
i=1j=1

Wi Wi pij 0 0
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Stochastisches Modell der Portfoliorendite

Die Portfoliorendite hat die Form
oIl
L T+ o VTZ J
_ I
wobei Z eine standard-normalverteilte Zufallsvariable ist.
st normalverteilt.

(Reproduktionseigenschaft der Normalverteilung)

Mittel und Standardabweichung der Portfoliorendite hangen nur von
den Mittel, Standardabweichungen und Korrelationen (Kovarianzen)
der Renditen der Papiere ab.
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Portfoliobildung

Einfaches Beispiel
@ Angenommen wir haben nur Papiere in unserem Portfolio, die
unkorreliert sind, p;; = 0,1 # j.

@ Jedes Papier soll mit demselben Gewicht eingehen:
W;=1/N.

@ Der Drift der Portfoliorendite ist dann

1 N
PIH:N;W

@ Die Volatilitat wird zu
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Grol3es Portfolio ( N — o0)

@ Angenommen, alle Papiere haben dieselbe Varianz o2.

@ ¢/+/N wird auch als O(1/v/N), ,groff O von 1/+v/N¥,
bezeichnet.
Wir sagen dazu: Die Volatilitat ist O(1/+/N).
Sie konvergiert mit N — oo wie 1/+v/N gegen Null.

@ Wenn wir die Anzahl der Papiere in unserem Portfolio erhéhen,
geht die Standardabweichung unseres Portfolios gegen Null:
Diversifikation reduziert die Volatilitat ohne die erwartete Rendite
zu reduzieren.
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Ziel der Portfoliohaltung

Wir wiinschen uns
@ eine hohe Rendite, und

@ eine geringe Volatilitat.

Volatilitat und Risiko:

@ Volatilitat wird hier als Risiko interpretiert. Gro3e Volatilitat bringt
ein grof3es Risiko, dass kleine Renditen erzielt werden, mit.
(Naturlich kommen umgekehrt auch hohe Renditen vor.)

@ In Hinblick auf unsere Diskussion Uber die Nutzenfunktion,
bedeute kleine Volatilitat Risikoaversion. Wir unterstellen also
risikoaverses Verhalten.

@ Warum nur dieses hier sinnvoll ist, werden wir gleich sehen.
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Moderne Portfolio-Theorie

Wir suchen das ,beste” Portfolio, die geeignetste Zusammensetzung
einer fix vorgegebenen Auswahl von Wertpapieren.

Markowitz definiert ein effizientes Portfolio als eines

@ mit dem hdchsten Ertrag fur ein gegebenes Niveau von
Unsicherheit, oder

@ das Portfolio mit dem geringsten Risiko bei gegebenem Ertrag.

Zur lllustration legen wir ein o x p-Diagramm an.
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pu X o—Diagramm

Ertrag
"
25% +
20% + e
15% - N ‘B
L]
10% + L D
5% +
Risiko

0% : : : —

0% 10% 20% 30% 40%

Risiko und Ertrag von funf Wertpapieren
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Diversifikation

Setzen Portfolio aus den Papieren C und E zusammen.

Welchen Effekt haben unterschiedliche Kombinationen auf das Risiko
und den Ertrag?

Aus der Formel fiir den Portfoliodrift und -volatilitét erhalten wir
pin=Wuc+ (1 - W) ug
o = W02 +2W (1 - W) pcg oc 0% + (1 - W)2 o

W ist das Gewicht fur Papier C, (1 — W) das Gewicht von E.

Durch einsetzen verschiedener Werte fir W erhalten wir eine
Hyperbel. (Annahme: pcg = 0)
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Efficient Frontier | Hyperbel

Ertrag
4
25% —+
20%
15% -+
10%
5% —+
Risiko
0% f f f f
0% 10% 20% 30% 40%
Kombination der Wertpapiere C und E
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Efficient Frontier / Punkte

Rir=WRc+(1-W)Rg
@ W = 1: Nur Papier C.
@ W = 0: Nur Papier E.
@ 0 < W < 1: Punkt auf der Hyperbel zwischen C und E.

@ W > 1: Punkt unterhalb von C;
long in Papier C, short in Papier E.

@ W < 01: Punkt oberhalb von E;
short in Papier C, long in Papier E.
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Efficient Frontier

Ertrag
n ~Punktwolke"
25% +
Effici tier
fficient frontier __
20% +
15% +
10% +
5%
Risiko

0% f f f f

0% 10% 20% 30% 40%

Kombination aller Wertpapiere
Josef Leydold © 2006 Mathematische Methoden — IIl — Portfolio Management — 20/ 45
Efficient Frontier / orrelation
Ertrag
H
25% -
20% -
15% -
10% -
5% -
Risiko

0% e - : :

0% 10% 20% 30% 40%

Kombination der Wertpapiere C und E bei verschiedenen
Korrelationen
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Kapitalmarktlinie und Marktportfolio

Wir betrachten Portfolios, die aus allen am Markt gehandelten
riskanten Papieren zusammengesetzt werden, und ermitteln deren
Efficient Frontier. Zusétzlich nehmen wir zusétzlich risikofreie
Papiere auf.

Eine risikofreie Investition garantiert eine fixe Rendite von r. Die
Kapitalmarktlinie beschreibt die Efficient Frontier von Portfolios, die
risikofreie Papiere im Portfolio aufgenommen haben.

Das Marktportfolio , das Portfolio aller Wertpapiere, das sich
automatisch am Markt einstellt, liegt am Berlhrungspunkt der
Kapitalmarktlinie und der Efficient Frontier der riskanten Papiere.
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Portfolio mit risikofreiem Wertpapier

Ertrag
M
25% + Kapitalmarktlinie
20% L Marktportfolio
15% -
10% -4
5% -+
Risiko

0% f f f f -

0% 10% 20% 30% 40%
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Wabhl des individuellen Portfolios

Wo wollen wir auf unserer Efficient Frontier sein?

Die ,beste” Position auf der Efficient Frontier eines individuellen
Portfolios ist subjektiv.

Wir bieten dazu zwei Entscheidungsregeln an:

@ Mittels der Steigung der Verbindungslinie zum risikofreien
Papier. Das entspricht dem maximalen Sharpe ratio.

@ Mittels Nutzenfunktion des Anlegers.
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Maximaler Sharpe ratio

Die Steigung der Verbindungslinie des Portfolios I'T zum risikofreien
Papier — Punkt (0, r) zu Punkt (o1, pp) — ist

S:_yn—r I
011

heil3t Sharpe ratio einer Anlage.

Maximierung des Sharpe ratio ist hier gleichbedeutend mit der
Maximierung der Wahrscheinlichkeit, dass die Anlage IT eine
groRere Rendite als die des risikofreien Zinssatzes r bringt.
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Maximaler Sharpe ratio | Eigenschaften

Die Rendite Ry des Portfolios IT ist normalverteilt,
Rip ~ N(pm, ofy)

Wahrscheinlichkeit, dass Ryy grof3er als der risikofreie Zinssatz r ist,

P(Ry > 7) = P(Z > r:ﬁ_’{‘“) =P(Z> —s) = P(Z < 5) = (s)

(d(z) ist die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.)
Je groRer s ist, desto groRer ist die Wahrscheinlichkeit, dass die

Rendite des gewahlten Portfolios die einer risikofreien Anlage
Ubertrifft.
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Maximaler Sharpe ratio / Eigenschaften

Allgemein gilt

prn—1r°
Q) L R,
(Fo)
ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Rendite des Portfolios I1 eine
Rendite r* Ubertrifft.

Wenn wir die Wahrscheinlichkeit maximieren wollen, dass wir besser
als r* abschliel3en, suchen wir auf der Efficient Frontier das Portfolio,
das den steilsten Anstieg liefert.

*
Im—r
IT o011
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Wahl des Portfolios durch Nutzenmaximierung

Wir zeichnen Indifferenzkurven der gegebenen Nutzenfunktion in das
o x p-Diagramm.

Die letzte nach oben verschobene Indifferenzkurve, die noch einen
Punkt mit der Efficient Frontier gemeinsam hat, bestimmt das
Portfolio.
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Optimierungsproblem und  Efficient Frontier

Die Efficient Frontier erhalt man durch Minimierung der
Standardabweichung bei gegebener erwarteter Portfoliorendite, .

min V(R
b (Rm)
NB:  E(Rup) = po
S Wi =1

Losung sind die optimalen Gewichte, die wertmaRigen Anteile der
einzelnen Aktien.

Die Minimierung wiederholt man fiir Werte aus einem Intervall von
interessanten Renditen, po: o > 7.

(Minimierung mittels Lagrange-Ansatz)
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Diskussion, Numerik

Es sind quadratische Optimierungsprobleme zu I6sen fir die es
Lésungsalgorithmen gibt. Alternativ kann man iterative
Minimierungsverfahren herabziehen, die allerdings numerisch
suboptimal sind.

Diskussion um die Zuverlassigkeit des Ansatzes:

@ Probleme treten i.A. bei der Verwendung der durchschnittlichen
beobachteten Renditen auf. Dabei dient die Entwicklung in der
Vergangenheit als Prognose fir die zuklnftige Rendite.
Bekanntlich ist es schwierig zukinftige Kurse, wie Renditen
vorherzusagen.

(,Vorhersagen ist schwierig, vor allem fir die Zukunft.“)

@ Die Varianzen der Renditen kennt man i.A. besser.
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Diskussion, Numerik

@ In Krisensituationen und Crashs brechen plétzlich die
Korrelationsstrukturen zusammen, auf die das Verfahren
aufbaut. Alle Papiere korrelieren plétzlich hoch positiv.
(.B. die Kurse fallen alle gleichzeitig.)

Diversifikation hilft nicht, es sei denn sie streuen starker.
(..., Immobilien, Realitaten, Gold)

@ Numerische Problem durch singulare Korrelationsmatrizen
kénnen durch eine aufmerksam erstellte Auswahl von Papieren
umgangen werden.

So sollten nicht zwei (oder mehrere) Papiere mit fast
identischem Verhalten in das Portfolio genommen werden.
(etwa Stamm- und Vorzugsaktie eines Unternehmens)

Fir diese Probleme kann die numerische Mathematik
Hilfestellungen anbieten.
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Capital Asset Pricing Model (CAPM)

Das Capital Asset Pricing Model, CAPM, dient zur Bewertung
einzelner Papiere bezlglich des Marktes, der durch einen Index
reprasentiert wird.

Ein Index ist mit einem Portfolio vergleichbar: DAX30, S&P500, etc.

Dazu wird ein Beta-Koeffizient berechnet. Das Beta, B, eines Papiers
relativ zum Marktportfolio M ist der Quotient aus der Kovarianz
zwischen der Rendite des Papiers und der Rendite des Portfolios,
und der Varianz der Rendite des Portfolios.

7COV<R1',RM)
Pi= V(R J

Die Interpretation erfolgt im Rahmen des Single-Index Modells .
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Single-Index Modell

Wir setzen die Rendite jedes einzelnen Papiers zur Rendite eines
reprasentativen Index M in Beziehung

RiZDCi-l-ﬂiRM-l-e,' J

Das lineare Modell fur R; besteht aus drei Teilen:

@ Einem konstanten Drift, «;,

@ Einer gemeinsamen Komponente mit dem Marktindex Ry,
Bi Ry, und

@ einem zufélligen Teil €;, der unkorreliert mit dem Index ist.

Die Koeffizienten werden durch Schétzen des linearen
Regressionsmodells ermittelt.
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Single—Index Modell /interpretation

@ ; ist die Konstante in der Regressionsgleichung.
R; = a; (im Durchschnitt), wenn Ry; = 0.
Also, wenn &; # 0, besitzt Papier i eine autonome Rendite, auch
wenn der Markt nur Null erwirtschaftet.

@ f; ist der Steigungskoeffizient.
Steigt die Marktrendite um 1, so steigt R; um §;.

o Papiere, die sich mit dem Markt bewegen, haben positive
Koeffizienten; Papiere, die sich gegen den Markt bewegen,
negative (Gold ?).

@ Papiere mit einem B; > 1 reagieren stérker als der Markt;
Papiere mit einem B; < 1 schwécher.

@ Der Fehler der Regression, ¢;, ist mit Ry, unkorreliert.
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Single-Index Modell und Marktindex

Sei uy die erwartete Rendite des Index, und oy, deren
Standardabweichung.

@ Erwartete Rendite des i-ten Papiers:
pi =i+ Bipm |
@ Standardabweichung:

_ 22 2
=/ Biomte J

@ ¢? ist die Varianz von €;.
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Single-Index Modell und Portfoliorendite

Die Rendite eines Portfolio IT ist

SI1 N N N
== — Y WiR; = Zw a | +Ru [ Y WiBi | +) Wie
i=1 i=1 i=1 i=1
Die erwartete Rendite ist (E(¢;) = 0)
Hip = (ZW tx1> -‘rE RM (ZW ﬁ)
i=1

Wir erhalten daher fiir die erwartete Portfoliorendite

ur1 = ar + B Um |
mit
N N
ar =Y Wia;, P = ZWz' Bi,  um =E(Rum)

i=1
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Single-Index Modell und Portfoliorendite

Die Volatilitat in I'T ergibt sich als

o = ZZW w;z,ﬁ]o—M+Zw$e$

i=1j=1
Dies geht so einfach, weil alle €; unkorreliert mit Ry sind.

Unter der vereinfachten Annahme, dass alle Gewichte gleich (1/N)
sind, alle ¢? = ¢® und alle B; = f ergibt sich fir die Volatilitat der
Portfoliorendite

N N N
ofi =32 (1/N) (1/N) BBoys + ) J(1/N)*&
i=1j=1 i=1

= N?(1/N)?* 0% + N (1/N)?é?
= proy +é*/N
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Single-Index Modell und Diversifikation

Die Volatilitat der Portfoliorendite
o = pFor +e*/N
besteht aus 2 Teilen:

@ Das diversifizierbare Risiko ist mit den ¢; verbunden: ¢2/N.
Dessen Beitrag zur Varianz verschwindet mit steigendem N,
(O(N"12)).

@ Das systematische Risiko korreliert mit dem Index: % 0%
Es kann durch Portfoliobildung nicht reduziert werden.
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Single-Index Modell und optimales Portfolio

Die Optimierung unter Verwendung des Single-Index Modells sieht
folgende Schritte vor:

1. Berechne w;, §; und elz zu allen Papieren.

2. Wahle einen Wert fur die erwartete Portfoliorendite pr7.

3. Minimiere o1 unter dieser Nebenbedingung.

4. Wiederhole die Minimierung fiir verschiedene Portfoliorenditen um
die Efficient Frontier zu erhalten.

5. Die Position auf der Kurve ist subjektiv zu entscheiden, oder nach
dem maximalen Sharpe ratio Kriterium.
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Multi-Index Modell

Die Idee des Single-Index Modells kann um andere reprasentative
(i.A. korrelierte) Indizes RM]. erweitert werden.

Zum Beispiel kann zusatzlich zu einem Aktienmarktindex
@ ein repréasentativer Bondmarktindex,
@ ein Index fir Wahrungsmarkte, oder
@ ein volkswirtschaftlicher Index

in die Regression miteinbezogen werden, wenn man glaubt, dass er
fur die Papiere von Bedeutung ist.

k
R, =uw; + Zﬁ,‘]‘RMl. +€;
=1
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Performance-Messung

Wie misst man die Performance von Anlagestrategien?

Ein Kriterium basiert auf den Vergleich mit der risikofreien Rate. Ideal
ware die risikofreien Rate konsistent zu Uberbieten.

Ein anderes Kriterium hat zum Ziel nicht nur eine hohe Rendite zu
erzielen, sondern dies auch mit so wenig Varianz wie mdglich zu
bewaltigen.
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Sharpe ratio und Treynor ratio

Zwei der haufigsten Maf3zahlen von ,Rendite pro Risikoeinheit*
® Sharpe ratio setzt ,Ertrag zur Variabilitat* in Beziehung:

Sharpe ratio = N J
o1

® Treynor ratio setzt Ertrag zur Volatilitat* in Beziehung:

Treynor ratio = P J
I
11 und oy bzw. By sind die realisierten Werte in der
Beobachtungsperiode.
o1 ist die beobachtete Standardabweichung,
B ist ein MafR fir die beobachtete ,Volatilitét* des Portfolios.
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Sharpe ratio und Treynor ratio

@ Der Sharpe ratio wird Ublicherweise verwendet, wenn man das
Portfolio aller Investitionen betrachtet.

@ Der Treynor ratio wird verwendet, wenn einzelne Komponenten
eines gesamten Unternehmensportfolios bewertet werden.
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Kapitel 4

Daten
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Lernziele

@ Datentypen

@ Beobachtungsfrequenz

@ Fluss- und Bestandsdaten

@ Indizes: Preis-, Mengen- und Umsatzindex
@ Preisbereinigung (Deflationieren)

@ Verketten von Indizes
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Frequenz der Beobachtung
Die meisten Daten fur wirtschaftliche Problemstellungen liegen in der
folgenden Periodizitat vor:
@ Tick-Daten (Intraday-Kursdaten)
@ Tagesdaten (TagesschlulZkurse, Verkaufszahlen)

@ Wochendaten

Monatsdaten (Aktienindizes, volkswirtschaftliche Aggregate)

Quartalsdaten (Bilanzdaten von Unternehmen)

Halbjahresdaten

Jahresdaten (volkswirtschaftliche Aggregate, Lagerbestande
nach Inventur)
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Haufigkeit der Ereignisse

Speziell bei der Nachfrage nach einzelnen Gitern kann man
unterscheiden:

@ sehr selten nachgefragt: 0, 1 oder 2 Stiick pro Woche;
@ oOfters nachgefragt: O bis 10 Stiick;

@ haufig nachgefragt.

Die spater vorgestellten Methoden beruhen auf stetigen (meist
bedingt normalverteilten) Variablen.

Problem:
Modellierung von 0 (Null) wenn die Wahrscheinlichkeit grol3 ist.

Losungsmaglichkeit:
Markoffmodel mit den Zustanden “0” und “>07;
Schatzung der Ubergangswahrscheinlichkeiten;
konventionelle Prognosemethode fiir den Fall “>0".
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Fluss- und Bestandsdaten

@ Flussdaten (flows) messen Aktivitaten zwischen
Wirtschaftssubjekten in einer Periode, deren Summe der
Periode zugeordnet wird.

z.B.: Wochentliche Verkaufszahlen, BIP, Investitionen,
Stromproduktion.

@ Bestandsdaten (stocks) messen den Bestand zu einem
Zeitpunkt.
Die Veranderungen von Bestandsdaten sind Flussgrof3en.
z.B.: Lagerbestand am 31. 12. jedes Jahres, Geldmenge,
Kapitalstock, Aktienbestand, Anzahld an Beschéftigten oder
Arbeitlosen.
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Menge, Preis und Umsatz

@ Menge, Volumen in einer Periode gemessen in realen Einheiten.
z.B.: Kilogramm innerhalb eines Monats, Stiick pro Tag, BIP zu
konstanten Preisen pro Quartal, kWh pro Jahr.

@ Preis, in Wahrungseinheiten zu einem bestimmten Zeitpunkt
gemessen.
z.B.: Preis eines Big Mac in London in BPD am 15.Marz,
Aktienschlusskurs in USD, Preisindizes, Verbraucherpreisindex,
Lohnsatz.

@ Umsatz = Preis x Menge.
Héangt von Preis- und Mengenentwicklung ab.
Beide werden meist getrennt modelliert.
z.B.: nominales BIP, Umsatz/Absatz in Euro, Bilanz.
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Relativer Preis

Der relative Preis PR ist der Quotient

Py
PR —
! POtJ

@ D, ist der Preis des betreffenden Gutes;

@ Py ist der Preis eines Referenzgutes

(Die Preisentwicklung des Gutes wird in Relation zu
einem Referenzgut beschrieben.)

oder eines geeigneten Preisindizes .
(Die Inflation der Preisreihe P; wird elimiert.)

z.B.: Preis eines Mittelkassewagens relativ zum VPI;
Vergleich 1990 und 2005.
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Preisbereinigung

Durch Preisbereinigung (Deflationieren) erhélt man aus nominalen
GroRen mittels eines Deflators (ein Preisindex) ,reale” Werte,
eigentlich Werte zu konstanten Preisen (zu Preisen des Basisjahrs
des Deflators).

Fur das BIP wird ein Preisindex PBIP mit variablen Umsatzgewichten

erhoben, sodass
BIP}™

~ PBIP;

BIPi®¥

PBIP ist der Deflator des BIP.
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Indices

Ein Index ist eine aggregierte MalRzahl, die eine Aussage Uber eine
Gruppe verschiedener aber ahnlicher Kennnzahlen macht.

(z.B.: Preise von Konsumgutern.)

Diese Maf3zahl wird in Relation zu einer Basisperiode (oder
Basisobjekt) angegeben und fiir diese Basisperiode (bzw.
Basisobjekt) auf 100 normiert.
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Indices /(2)

Wir unterscheiden
@ Preis-,
@ Mengen- und
@ Umsatzindizes,

die sich auf ein einmal fixiertes Guterblindel beziehen.
Sie beschreiben die Preis-, Mengen-, und Umsatzentwicklung eines
Guterbuindels.

Im weiteren werden zwei Arten von Indizes unterschieden:
Indices nach Laspeyres und nach Paasche.

Bezeichnung:
0 bezeichnet die Basis(Referenz)periode.
1 bezeichnet die aktuelle Berichtsperiode.
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Umsatzindex

Der Umsatzindex , Uy, beschreibt die Umsatzentwicklung eines
Guterbiindels.

Uoy = 2PLT 109 J
Y.Poqo

Der Summationsindex ist hier weggelassen worden.
Eigentlich lautet die Formel

_ Xiipiaga

= 100
Yoil1 Pio io

Un

1 ist der Laufindex und bezeichnet die verschiedenen Giiter, die in
den Index einbezogen werden.

Beispiel: Umsatzindex der Elektrohaushaltsgerate von SIEMENS fur
die Jahre 1985 bis 2004 mit Basisjahr 1995 (1995=100).
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Preisindex nach Laspeyres

Der Preisindex nach Laspeyres , P, ist ein Preisindex fixen
Umsatzgewichten.

PL = Y woo P 100 = EP190 109
o1 Z OOPO Y_roqo

Die Gewichte w;yg der einzelnen Giter werden in der Basisperiode
(fur das Basisobjekt) bestimmt und geben den Anteil von Gut i am
Umsatz in der Basisperiode an.

Pio gio
Wioo = =
1 Y_Pio Jio
Verbraucherpreisindex (VPI, engl CPI). Fir einen ,typischen*
Haushalt werden in Osterreich — seit 1990 alle 5 Jahre — das
Konsummuster erhoben und fur die folgenden Jahre festgehalten.
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Preisindex nach Paasche

Der Preisindex nach Paasche ist ein Preisindex mit variablen
~Umsatz“gewichten.

Die Gewichte der einzelnen Giiter werden in jeder Periode (fur jedes
Objekt) neu bestimmt.

Zpl q1
P =Y w 100 = 100
_ on=X OlF’ Y poq J

Die Gewichte w;y; geben den Anteil von Gut i am Umsatz gemessen
in den aktuellen Mengen, aber zu den Preisen der Basisperiode an.
Pio 41

Wip1 =
T Y piodn

z.B.: Deflator des Bruttoinlandsprodukts.
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Mengenindex nach Laspeyres

Der Mengenindex nach Laspeyres st ein Mengenindex mit fixen
Umsatzgewichten. (Analog zum Preisindex nach Laspeyres)

Die Gewichte der einzelnen Guter werden in der Basisperiode (fur
das Basisobjekt) bestimmt.

Lpoq
= 100 = 100
Q= Zwoo T J
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Mengenindex nach Paasche

Der Mengenindex nach Paasche ist ein Mengenindex mit variablen
~Umsatz“gewichten.

Die Gewichte der einzelnen Giiter werden in jeder Periode (fur jedes
Objekt) neu bestimmt.

T Lpq
= w1 — 100 = 100
Qb = L - 100= =1 J

Die Gewichte w;;y geben den Anteil von Gut i am Umsatz gemessen
in den aktuellen Preisen, aber zu den Mengen der Basisperiode an.

Pi1 qio

Wil =
0 Y i gio
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Beispiel: BIP und Deflator

Das nominale BIP ist das Produkt aus BIP-Deflator und realem BIP:
BIP™™ — PBIP - BIP™®®

Das nominelle BIP der Berichtsperiode 1, ergibt sich aus allen
Umsétzen, der in der jeweiligen Periode produzierten Giter minus
Vorleistungen. Es hat die Form }_p; ¢1.

Das reale BIP ist die aktuelle Produktion bewertet zu Preisen des
Basisjahres 0: }_po q1.

Der Deflator des BIP ist daher ein Paasche’scher Preisindex:
Ypiq
Y rgi=gS—— ) pom

Y poqi
N——

P
P(Jl
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— pP L
Uo1 = Py; - Qo
Dividiert man beide Seiten von ¥ p; g1 = 22 Y po g1 durch ¥ po 4o

. T Lpom
so erhalten wir

Lpiqi _ Lpiqi Ypoqa
Lpodo  Xpoqy Xpodo
—_——— e S —

P L
Upn = Py - Q01

Das Produkt aus Paasche’schen Preisindex und dem

Laspeyres'schen Mengenindex ergibt einen Umsatzindex.

Analog gilt fir den Preisindex nach Laspeyres und dem Mengenindex
nach Paasche

Uo = Pf; - Qpy )
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Verkettung von Indizes

Zur Berechnung des VPI wird alle 5 Jahre ein neues Konsummuster
erhoben. Fir eine langere Indexreihe missen daher die 5-jahrigen
Indexreihen verkettet werden.

Um zwei Indexreihen zu Verketten wird flr eine Periode der Index
sowohl nach der alten, wie nach der neuen Gewichtung berechnet,
und anschlieRend die alten Werte auf das neue Niveau umgerechnet.

Pf ... alterIndexfirt=1,2,...,¢%
P} ...neuerIndex furt =ty top+1,...
PK ... verketteter Index fur t = 1,2,...,to,tg +1,....

Pr t=1,...,t, P}
PK—{KP; . 0 mit K—P_ffJ
t =109,.-..
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Kapitel 5

Prognose
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Lernziele

@ Aufgabe der Prognose
@ Problemtypen
@ Ablauf einer Prognoseaufgabe

@ Zeitreihe
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Zeitreihenanalyse
Zeitreihenanalyse wird aus drei Griinden betrieben:

@ Beschreibung des Verlaufs von Zeitreihen.
@ Prognose von wirtschaftlichen GroZen.

@ Uberpriifung von Verhaltensmodellen

@ um okonomische Prozesse zu beschreiben, oder

@ um sie zu steuern.
z.B.: Wirtschaftspolitik, Lagerbestandskontrolle
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Zeitreihenanalyse
Zeitreihenanalyse wird aus drei Griinden betrieben:

@ Beschreibung des Verlaufs von Zeitreihen.
@ Prognose von wirtschaftlichen Groen.

@ Uberprifung von Verhaltensmodellen

@ um okonomische Prozesse zu beschreiben, oder

@ um sie zu steuern.
z.B.: Wirtschaftspolitik, Lagerbestandskontrolle
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Prognose
Prognostizieren ist schwierig, tiberhaupt wenn es sich um die
Zukunft handelt.

Der Erfolg vieler betrieblicher Entscheidungen héngt (auch) von
zuklnftigen Entwicklungen ab und ist damit mit Unsicherheit behaftet.

Die Prognose versucht die Unsicherheit zu reduzieren.
Historisches Verhalten wird dabei in

@ systematische und

@ nicht-systematische (,zuféllige”) Effekte
zerlegt und in die Zukunft weitergefuhrt.

Systematische Effekte werden modelliert,
nicht-systematische Effekte werden identifiert und minimiert.
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Historische Daten

Monatliche Stromproduktion in Australien US Treasury bill contracts

GWh
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Problemtypen

Wir unterscheiden drei Arten von Problemen:

@ Quantitative Prognose:
Genligend quantifizierte Information verfiigbar.
@ Zeitreihen
o Strukturmodell (Regressionsanalyse)
@ Qualitative Prognose:

Wenig quantifizierte Daten verfiigbar, aber gentigend
(qualitative) Kenntnisse der Zusammenhénge.

@ Unvorhersagbar :
Zu wenige Informationen verfligbar.
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Ablauf einer Prognoseaufgabe
Eine Prognose lauft in 5 Schritten ab:

© Problemdefinition

© Sammeln relevanter Informationen
© Explorative Datenanalyse

© Auswahl and Anpassen des Modells

© Verwendung des Modells zur Prognose
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1 - Problemdefinition

Schwierigster Teil der Aufgabe!

@ Zweck der Prognose.

Woflr? Fiur wen? Wer ist betroffen? Kann der Prozess
kontrolliert werden?

@ Erfordert Verstandnis des zugrundeliegenden Prozesses.
Beispiel: Lagerhaltung.
Wovon hangt der aktuelle Lagestand ab?
Beispiel: BIP.
Von welchen Faktoren hangt das (Wachstum des) BIP ab?
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2 - Sammeln relevanter Informationen

Zwei Arten von Informationen verfiigbar:

@ statistische Daten (meist numerisch)

@ gesammelte Erfahrungen (,Expertenwissen®) und
wissenschaftliche Erkenntnisse (, Theorie®)

Beide werden zusammengefasst.
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3 - Explorative Datenanalyse

Analysemethoden auf unterschiedlichem Niveau:
@ Graphische Aufarbeitung und visuelle Beurteilung der Daten:
Streudiagramme, Histogramme, Box-Plot, etc.

@ Statistische Kenntzahlen (Deskriptive Statistik):
Min, Max, Mittelwerte, Standardabweichung, Korrelation,
Autokorrelation, etc.

@ Glattungsmodelle :

@ Trends: linear, nicht-linear, exponentielles Wachstum,
Sattigungsverhalten.

@ Saisonen : regelmafige Muster zu festen Zeitpunkten.

©

Zyklen : lange unregelmafige Schwingungen.

©

Ausreifer und ungewdhnliche Datenpunkte.

©

irregulares , unsystematisches Verhalten.
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4 - Auswahl and Anpassen des Modells

@ Glattungsverfahren
gleitender Durchschnitt, exponentielle Glattung, Verfahren nach
Holts-Winter.

@ Lineare Regression und linearisierbare Modelle.

® ARMA (autoregressive moving average model):
univariates Modell fur stationére Zeitreihen
(erweitert zu ARIMA fir nicht-stationére Reihe).

® GARCH (generalized autoregressive conditional heteroscedastic
model):
zur Modellierung von Varianzen von Renditen.

@ Multivariate Modelle.

Diese Verfahren unterscheiden sich auch in der Eignung kurz-, mittel-
oder langfristige Phdnomene zu erfassen.
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4 - Auswahl and Anpassen des Modells /(2

Wenn das gewahlte Modell mit den Daten vergleicht, spricht man von
Anpassen des Modells.

Eine gute Anpassung liegt vor, wenn das beobachtete Verhalten
(Trend, ZykKlus, ...) gut vom Modell reproduziert werden.

Ein gutes Verstandnis fur drei Bereiche ist erforderlich:

@ fur Prozessablauf, betriebswirtschaftliche Zusammenhénge, etc.,
@ fur die mathematischen Eigenschaften des Modells,

@ fir die statistischen Werkzeuge um Modell und Daten zu
Vergleichen.
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5 - Verwendung des Modells zur Prognose

Letzter und einzig relevante Test:
Das Modell muss eine brauchbare Prognose liefern.

Vorgangsweise:

@ In den Schritten 3 und 4 werden die letzten Werte der Zeitreihe
oder einer Kontrollgruppe nicht miteinbezogen.

@ Aus den verwendeten Daten wird eine Prognose fiir die
Kontrolldaten errechnet und mit den tatséchlichen Werten
verglichen.

@ Die Differenz heil3t Prognosefehler .

@ Mittlere Quadratsumme (u.a. Kenngré3en) als Kriterium zur
Bewertung des Prognosefehlers.
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Definition: Zeitreihe

Eine Zeitreihe ist eine Realisation eines stochastischen Prozesses in
diskreter Zeit
{Xt, te Z}

@ Der Prozess beginnt in —oco und geht bis +oo.
@ Die x; sind Zufallsvariable.

@ Folge von Zufallsvariablen, die stets dasselbe aber zu
unterschiedlichen, aquidistanten Zeitpunkten messen.

@ Eine Realisation hat einen Anfang, t = 1, und ein Ende, t = T.
{Xt, = 1,,T} J

@ Sowohl Zufallsvariablen als auch deren Realisationen werden in
der Zeitreihenanalyse mit Kleinbuchstaben bezeichnet.
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Kapitel 6

Basiswerkzeuge
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Lernziele

@ Beschreiben von Zeitreihen

@ Graphische Darstellungen

@ Univariate und bivariate Maf3zahlen
@ Transformationen von Zeitreihen

@ Mal3zahlen fir die Prognosegite
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Zeitreihen-Plot

Zeitpfad wird visualisiert: Muster und Charakteristika
werden meist sichtbar:

Monatliche Bierproduktion in Australien @ Trends

@ Zyklen
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(keine Regelmafigkeit)
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Beobachtungen

Jahr
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Muster

Wir kdnnen vier Muster unterscheiden:

@ Horizontales Muster .
Daten fluktuieren um ein konstantes Mittel.
z.B.: Renditen, Bierproduktion

@ Saisonales Muster .
Saisonbehaftete Daten, fluktuieren mit fixer Periodizitat.
z.B.: Stromverbrauch, Speiseeisproduktion

@ Zyklisches Muster .
Daten fluktuieren in Zyklen unregelmafiger Lange und
Amplitude.
z.B.: Konjunkturzyklen

@ Trend.
Daten steigen oder fallen tber eine langere Periode.
z.B.: BIP-real, Stromproduktion
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Uberlagerung der Strukturen

@ Ausgepragte Strukturen machen die Wahl eines geeigneten
Modells leicht.

@ In kurzen Reihen sind einzelne Muster nicht zuverlassig
erkennbar.

@ Die Unterscheidung zwischen Trend und langen Zyklen ist
allgemein ein schwieriges Problem.

@ Zyklen, die kurz im Verhaltnis zu Frequenz der Beobachtungen
liegen sind schwer zu erkennen
(oder erzeugen Scheinperiodizitaten).
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Saisonale Plots

Saisonale Plots zeigen die Daten fir einzelne ,Saisonen
(hier Monate).

Monatliche Bierproduktion in Australien

MI
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Histogramm

Das Histogramm dient zur graphischen Beschreibung der Verteilung
einer Variablen.
Nur sinnvoll bei horizontalem Muster (stationarer Struktur).

Monatliche Bierproduktion in Australien
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Streudiagramm ( scatter plot)

Im Streudiagramm werden zwei Variable werden gegeneinander
aufgetragen (Punktwolke).

Es erlaubt Korrelationen abzuschétzen.
(Korrelations-/Regressionsanalyse)
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Univariate Mafl3zahlen

MaRzahlen fir Zeitreihen {y;}, t =1,...,T.

o Mittelwert 7T=1Lu

@ Median Me = ,mittlerer Wert"

9 mittlerer MAD = 1Y |y — ¥
absoluter Abstand

@ mittlerer MSD = L ¥ (y: — 7)?
guadratischer Abstand

@ Varianz 7= 77 Ly — 7)?

@ Standardabweichung sy = Vsl = /755 Ly — )2

Summation tberallet=1,...,T.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VI — Basiswerkzeuge — 9/29




Bivariate Mal3zahlen

Zwei Zeitreinen {x;} und {y;},t=1,...,T.

@ Kovarianz Covxy = % Z(Xt — i)(yt - 9)

. _ Covy Y —X) (v —Y)
@ Korrelation Txy = Sv Sy - \/Z(xt — 5()2 \/2(% _ y)z

Der Korrelationskoeffizient liegt immer zwischen —1 und 1:

—1<ry <1

Wir verwenden hier die Stichprobenvarianz bzw. -kovarianz.
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Autokorrelation

Die Autokorrelation k-ter Ordnung misst die Korrelation zwischen
Werten einer Reihe, die k Perioden voneinander entfernt sind:

Tk

_ YW =Dk — )
Yy —9)?

Die Werte y;_ und y; sind k Perioden voneinander entfernt. Wir
sagen y;_ ist der Wert von y; um k Perioden verzogert .

Durch Zusammenfassen der Autokorrelationen der Ordnung
0,1,2,3,... erhdlt man die Autokorrelationsfunktion  oder das

Korrelogramm :rg =1,11,7,73,....

Nur sinnvoll fiir stationére Zeitreihen (horizontales Muster).

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VI — Basiswerkzeuge — 11/29

Autokorrelation erster Ordnung fir die Australische Bierproduktion:

oL @ O (4) ) (6) (1)

t vi i -9 Wea-u -9 W—§):
)

1 164 — 14.70 — 215.99 —
2 148 164 -1.30 14.70 1.70 -19.16
3 152 148 2.70 -1.30 7.27 -3.51
4 144 152 -5.30 2.70 28.13 -14.30
55 119 130 -30.30 -19.30 918.31 584.97
56 153 119 3.70 -30.30 13.66 -112.01
2. 8361 21135.84 8893.51

T =56, 7 = 8361/56 = 149.30,

_ LoD Wiay) 889351 _
- zztil(yt*;); = 21135.84 — 0.421

"
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Korrelogramm

Korrelogramm der australischen Bierproduktion
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Stationarer Prozess

Ein stationarer Prozess hat konstanten
@ Erwartungswert E(y)) = fir alle t
@ Varianz Viy) =0 fur alle ¢
® Autokovarianzen  Cov(y, yix) = y(k) fur alle t

® Autokorrelationen  px = (k) /(0) fur alle ¢
Der Zeitreihenplot eines stationaren Prozesses hat:
@ horizontaler Verlauf des Mittels,
@ Streuung um Mittel gleichmaRig tber die Zeit.
Die Autokorrelationsfunktion eines stationéren Prozesses

@ geht geometrisch gegen Null,
@ macht saisonale Muster sichtbar.
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Interpretation von ry

In der Regressionsanalyse wird ein lineares Modell betrachtet:
ye=a+bxi+e

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert die Schatzer

o~

D %Zx'y) :Corr(x,y)s—y und @ =y—bx
S Sx

Im Fall x; = y;_ gilt 0 = ¢y, und Corr(x,y) = r; und somit

Yt =a+ PrYi—k + €t J

Diese Regression macht Sinn, und y;_ kann zur Prognose y;
verwendet werden.
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Ziel der Transformation

Reihen kdnnen mit Standardverfahren modelliert werden, wenn sie
@ einen linearen Trend, oder
@ konstantes Mittel und
@ konstante Varianz

besitzen.

Exponentielles Wachstum ist nicht linear kann aber durch
Logarithmierung linearisiert werden:

xr = log(yt)

(log ist hier der natirliche Logarithmus.)

z.B.: Aktienindizes, reales BIP
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Varianzstabilisierung

Allgemeiner als Logarithmierung ist die Box-Cox Transformation

-y} fiurp <0
i< =1 log(y) furp=0
y,  furp>0

Steigt (selten fallt) die Varianz einer Reihe mit steigendem Mittel, so
kann eine konstante Varianz durch die geeignete Wahl von p erreicht
werden (Varianzstabilisierung ). Rucktransformation:

(—yP)" furp <0
yi =1 exp(yf) firp=0
(yPC), " firp >0
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Varianzstabilisierung /(2

Bedeutung des Parameters p:

@ p > 1: Die Varianz fiir grof3e Werte wird groRer.

@ p = 1: Reihe bleibt unverandert.

® p < 1: Die Varianz fir groRe Werte wird kleiner.

@ p = 0: Geeignete Transformation fiir exponentielles Wachstum.

@ p < 0: Die Varianz fir grolRe Werte wird noch stéarker reduziert.
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Prognose

Das Prognoseproblem lautet:

Wir beobachten Daten y;, i = 1,...,t, und wollen wissen, wie sich
die Reihe in der Zukunft, ;, fir die Zeitpunkte j = (t + 1), (t +2),...
entwickelt.

Allgemein unterscheidet man
@ Punkt- und
@ Intervallprognose .

Ahnlich wie Punkt- und Intervallschatzer.
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Naive Prognose

Der letzte Wert wird als Prognose verwendet:
Yir1 = Yt J

z.B.: Wenn der Bierabsatz in der letzten Jahr 80 Ml betragen hat,
dann prognostizieren wir fiir heuer ebenfalls 80 Ml.

Saisonale Effekte kobnnen dabei beriicksichtig werden:

Vi1 = Ye—it1 J

wobei i die Lange der Periode ist.

z.B.: Wenn der Bierabsatz im August des letzten Jahres 60 M
betragen hat, dann prognostizieren wir fir den heuerigen August
ebenfalls 60 Ml.
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Einfache Prognosen

Angenommen unsere Reihe weist

@ ein horizontales Muster auf:
Das Mittel der Reihe wird fortgeschrieben:

Yir1 =1 J
@ einen linearen Trend auf:

Der Trend wird zur Prognose fortgeschrieben:

P =a+b(t+1) |

7 und b sind die Schatzer fiir das lineare Modell yi=a+bt+e.
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T-Schritt Prognose und Prognosefehler
Die Prognose fir T Schritte in die Zukunft heif3t T-Schritt Prognose :
Yerr
Der Prognosefehler furt (t=1,2,...)ist

it = Yirr — Vet J
Y+ Sind die zukinftigen, noch nicht beobachteten Werte.

Ziel ist es , den Prognosefehler so klein wie mdglich zu machen.
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in-sample | out-of-sample Prognose
Wir unterscheiden:

® in-sample Prognose (ex post) :
Ein Modell wird fur t = 1, ..., T geschatzt. Fur die Zeitpunkte der
Schatzperiode (i.e. 1 <t < T) werden Prognosen berechnet.

® out-of-sample Prognose (ex ante) :
Die Prognose wird fur Zeiten auRerhalb der Schatzperiode
berechnet. zB.furT+ 7, 7=1,2,...

Out-of-sample Prognosen werden oft so durchgefiihrt, daB die
Lange der Schazperiode festgehalten wird, und diese Periode
Uiber die Zeit hinweg verschoben wird (moving window).

Der Prognosehorizont (z.B. 5-Schritt Prognose) wird
festgehalten und mit der Prognoseperiode mitbewegt.
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Prognoseintervall

Sind die Fehler €; bzw. e; normalverteilt, so kann man auch
Prognoseintervalle angeben.

95% Prognoseintervall:
[Yesr —1.960,(T), Yesr +1.960,(7T) | )
0,(7) ist die Standardabweichung des t-Schritt Prognosefehlers.

Wie man diese bestimmt, weden wir spéater sehen.
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Mal3e fir die Prognosegiite

@ Mittlerer Fehler, Mean Error, ME
misst den Bias (Verzerrheit) einer k-Schritt Prognose:

j=1

1 k
_%ZJ/H} ]/t+] J

@ Mittlere Fehlerquadrate, Mean Square Error, MSE
misst Bias? + Fehlervarianz:

1k
MSE = r Z Yi+j — Yess) J
j=1

Der MSE ist analog zur Fehlerquadratsumme konstruiert.
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Mal3e fir die Prognosegite /(2

@ Root Mean Square Error, RMSE
analog zur Standardstandardabweichung:

RMSE = vMSE J

@ Mittlerer absoluter Fehler, Mean Absolute Error, MAE
misst die absoluten Abweichungen (nicht die quadrierten).

—_

k
MAE = A Z |]/t+j - yt+j|
j=1
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Male fir die Prognosegite /(3)

Alle vier Kriterien kénnen auch als relative Fehler (Percent Error)
definiert werden.

@ Mean Absolute Percent Error, MAPE

k
MAPE = 2

Yivj — Yt Yesj
Yi+j

|

Hier wird der Fehler in Relation zum realisierten Wert gesetzt.
,GroRe* Fehler bei ,groRen* y;-Werten werden geauso bewertet wie
.Kleine* Fehler bei ,kleinen* Realisationen.

Relative Fehler sind nur sinnvoll, wenn die verwendete Skal a
einen sinnvollen Nullpunkt hat.
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Mal3e fir die Prognosegite /(@)

Wenn ein Modell fir mehrere Reihen, yii), i=1,...,nauf dessen
Prognoseglite Uberpriift werden sollen, halt man die Schrittlange k

fest und mittelt Uber die Werte yﬁfﬁk i=1,...,n,zB.:

i=1

1& @ 0\
MsE = -3 (v -7 J

Beispiele:

@ Der datengenerierende Prozess ist bekannt oder vorgegeben.
Mittels Simulation werden klnstliche Datensétze generiert und
die Prognosen aus den ausgewdahlten Modellen getestet.

@ Die Modelle sollen fiir eine Vielzahl von Datensatzen eingesetzt
werden.
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Theil's U-Statistik

Theil's U-Statistik vergleicht die verwendete Methode mit der Gite
der naiven Methode.

Zkfl Yerjl—Yrajr1 2
=1 Yt

g1 (Vs i)
j=1 Y

Interpretation:
@ U = 1: die naive Methode ist genauso gut.

@ U < 1: die gewahlte Prognosetechnik ist besser als die naive
Methode.

@ U > 1: die naive Methode produziert bessere Prognosen.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VI — Basiswerkzeuge — 29/ 29

Kapitel 7

Zerlegung von Zeitreihen
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Lernziele

@ Klassische Zerlegung von Zeitreihen

@ Saisonbereinigungsverfahren: Gleitende Durchschnitte

@ Glattungsverfahren zur Prognose: Exponentielle Glattung
@ Verfahren von Holt und Holt-Winters

@ Modellwahl
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Zerlegungsmodelle

Die Zeitreihe Y; wird in drei Komponenten zerlegt:

T; ... Trend-Zyklus
S ... Saisonale Komponente Y; = £(T,, St Er) J
E; ... irregulare Komponente

Die Funktion f(-) kann eine Summe oder Produkt sein:

additive Zerlegung multiplikative Zerlegung
Yt:Tt+St+EtJ Yt:Tt'St'Et
Der saisonale Effekt ist keine Der saisonale Effekt wird durch
Funktion des Niveaus T;. T verstarkt.

Die multiplikativer Zerlegung wird durch Logarithmieren additiv:

Yy =TS E; = logY; = log Ty + log S¢ + log E;
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Saisonbereinigung

Die saisonbereinigte Reihe zu Y; erhalten wir indem wir die
Saisonkomponente von der beobachteten Reihe abziehen,

(Ye—S;) =Ti+Er J
sodass Trend-Zyklus und irregulare Komponente Ubrigbleiben.

Vorgangsweise:

© Berechnung der Trendkomponente T;.
(z.B. linearer, exponentieller, kein Trend oder Glattung)

© Berechnung der trendbereinigten (detrended) Reihe (Y; — Ty).
© Ermittlung der Saisonkomponente, S;, aus (Y; — T).
© Berechnung von (Y; — ;).
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Gleitender Durchschnitt

Der gleitende Durchschnitt  (moving average), k MA, is ein
Verfahren zur Berechnung der Trend-Zyklus-Komponente.

k ist ein Zeitfenster mit einer ungeraden Anzahl von
Beobachtungen: k = 2m + 1.

1 u 1
Tt = o e Y140 = g (o oo Yook i) J

Die neue Reihe T} ist um die ersten m und letzten m Beobachtungen
kirzer als Y;.

Die Starke der Glattung hangt von der Wahl von k ab.
@ Fur groRe k wird Y; stark,

@ fir kleine k wenig geglattet.
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Haarshampooverkauf — 5 MA
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Zentrierter gleitender Durchschnitt

Der gleitende Durchschnitt kann nur fir ungerade Fensterweiten
ausgerechnet werden, Periodenlangen sind aber oft gerade.

(z.B.: 4 Quartale, 12 Monate)

In diesem Fall kann der zentrierte gleitende Durchschnitt  (centered
moving average) verwendet werden.

Zum Beispiel:
Der zentrierte 4 MA ist definiert als ein 2 MA eines 4 MA, bezeichnet
als 2x4 MA.

1
8
wobei die (T}) einen 4 MA bezeichnet.

Ts==(T1+T5) = =(Y1+2Y2+2Y3+2Ys+ Y5)

N[ —
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Zentrierter gleitender Durchschnitt
2x4 MA und 12 x4 MA

Allgemein gilt fir einen 2 x4 MA:

Tr=05Y: 24+ Y 1+ Y+ Y1 +05Y:0)/4 J

Fir Monatsdaten verwendet man den 2x 12 MA:

Tr=(05Y: 6+ Yrs5+...+Ye+ ...+ Y 5+05Y6)/12 J

Der 2x4 MA ist ein spezieller 5 MA mit nicht-konstanten Gewichten.
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Gewichteter gleitender Durchschnitt

Der zentrierte MA ist ein Spezialfall eines gewichteten gleitenden
Durchschnitts (weighted k moving average):

m m
Tt = Z 11]' YH—j mit Z 11]' =1, a]- >0
j=m =

Die a; > 0 heif3en Gewichte. k = 2m + 1 ist ungerade.

Beispiel:
Fir den 2x4 MA lauten die Gewichte:

L
8 4 4 4 8
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Additive Zerlegung fir Monatsdaten

Wir schreiben den Zeitindex ¢ in der Form: t = .M = Jahr.Monat

© Trend-Zyklus Komponente Uber einen 2x12 MA ermitten: T.

@ Detrending, Trend aus Y; eliminieren:
(Yt —=T¢) = St + E;

© Saisonale Indizes (fir all 12 Monate) berechnen:
1

SsmM=sm=—) (Y-T M=1,...,12
.M = SM Nt Z( )].M
N1 bezeichnet die Anzahl der jeweiligen Monate.

@ Die irregulare Komponente E; ergibt sich als Residuum.
Ei=Y;—T;— 5
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Decomposition of additive time series
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Multiplikative Zerlegung fir Monatsdaten

Wir gehen analog zum additiven Modell vor.

© Trend-Zyklus Komponente uber einen 2x12 MA ermitteln: Ts.
@ Detrending, Trend aus Y; eliminieren:

Rt = (Yt/Tt) = St : Et
© Saisonale Indizes (fur all 12 Monate) berechnen:

1
Sim=sm= mZRl,M M=1,...,12

© Die irregulare Komponente E; ergibt sich als Residuum.

Ei=Y:/(T¢-S)
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Verfahren des US Bureau of Census

Ein wesentlich verfeinertes Verfahren, das speziell auf Okonomische
Reihen abgestimmt wurde, ist das X-11 Verfahren und dessen
Weiterentwicklung das X-12 Verfahren . Es wird US Bureau of Census
zur Saisonbereinigung seiner Reihen verwendet.
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Prognose Szenarium

Jetzt

t
beobachtete Werte | unbekannte Werte

v
Yipsr - Yio Yi1 Y Y Yio

° ° ° ° ° ® Zeit
Frni1 o Fio Fr1 Fr Fi1 Fipo '
angepasste Werte Prognose
ex post Analyse ex ante Analyse
Residuen, Schatzfehler Prognosefehler
(thi — Yf*i) (Ptfi - Yt*i)
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Arithmetisches Mittel

Fur Reihen ohne Trend (stationdre Reihen) kann der Durchschnitt
Uber die gesamte Beobachtungperiode verwendet werden:

1 t
Ft+1: ?ZYz’J
i=1

Aber auch F; j, = Fyyq furh > 1.

Wenn Y, 1 bekannt wird, kann man diese neue Beobachtung zur
Prognose von F;,, nutzen:

1 t+1

Fiio=—-)Y;
t+2 t—l—l.z i
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Hausverkaeufe: Prognose — Mittelwert
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Gleitender Durchschnitt

Fur Reihen mit Trend ist ein gleitender Durchschnitt  (moving
average) MA(k) besser geeignet:

1 t
Froa=¢ Y v
i=t—k+1

1=

Man beachte den Unterschied von k MA und MA(k).

Die Prognose kann auch rekursiv aus der letzten Prognose
berechnet werden:

Ft+1 = Ft + E(Yt — thk)
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Hausverkaeufe: Prognose — MA(3) Hausverkaeufe: Prognose - MA(3)
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MA(k), Mittelwert und naive Prognose
Spezialfdlle der MA(k) Prognose:

@ Fur k = t fallen Mittelwert und MA zusammen.

@ Fur k = 1 erhalten wir F; 1 = Y4, i.e. die naive Prognose.
Der zuletzt beobachtete Wert wird als Prognose verwendet.
(Das ist optimal fur einen Random Walk ohne Drift.)

Generell gilt:
Spriinge oder Verschiebungen werden bei groRem k nur langsam
beriicksichtigt.
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Einfaches exponentielles Glatten

Das einfache exponentielle Glatten , (simple exponential
smoothing), SES, ist ein gewichteter gleitender Durchschnitt mit
geometrisch fallenden Gewichten und nur einem Parameter:
O<a<l

Frpp=Fi+a(Yi —F) |
Die Prognose fir morgen ist die letzte Prognose plus einer

Fehlerkorrektur fur die letzte Prognose.

@ Ista grof3 (« ~ 1), wird stark auf den letzten Fehler reagiert, die
Anpassung ist schnell.

@ Ist a klein (« = 0), wird kaum auf den Fehler reagiert, die
Anpassung ist langsam.

Geeignet fir Reihen ohne Trend und ohne Saison .
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Einfaches exponentielles Glatten /(2

Andere Darstellung der Rekursion:

Fii1=aYs + (1 = lX)Pt J

F;., ist ein gewichteter Durchschnitt aus Y; und F;.

Explizite Darstellung:

t—1
Fua=aY(1-2) Y+ (1-a)'Fy
i=0

Prognose fir die weitere Zukunft:

Ft+m :Ft+1

furm >0
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SES - Anfangswerte

Fir den Anfangswert kann

@ die erste Beobachtung, oder

@ ein Mittel aus den ersten Beobachtungen

verwenden.

Probleme entstehen bei kurzen D

atensatzen und einem kleinen «.
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Hausverkaeufe: Prognose - SES
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SES - optimales «

Das ,optimale” « wird z.B. so gewdahlt, dass die Summe der
quadrierten (1-Schritt-) Prognosefehler minimiert wird.

Berechnung:

@ numerisches Verfahren zur nicht-linearen Optimierung, oder

@ Gitter-Suche, grid search.

Diese ist sehr einfach.

Man wahlt ein Gitter fir das Intervall (0,1), z.B.
a=0.1,0.2,...,0.9, und berechnet fur jedes gewahlte a die
mittlere Fehlerquadratsumme, MSE.

Das «, das den kleinsten MSE liefert, ist das beste.
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USA: Prognose — SES
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Holt's Methode

Das Verfahren von Holt erweitert das SES auf Reihen mit linearem
Trend.
Diese Verfahren benétigt dafir zwei Parameter: 0 < a, B < 1.

Das Modell lautet

Niveau: Ly = aYi+ (1 —a)(Li_1+bq)
Trend: bt = ﬁ(Lt — Lt—l) + (1 — ﬁ)bt_1
Prognose: Fi = Li+bim

(Trend bedeutet hier die Steigung des Trends.)
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Holt's Methode / (2

@ Die Trendgleichung ist ein SES der (1-Perioden-) Steigung der
Reihe mit dem Parameter .

@ Die Niveaugleichung ist ahnlich einem SES von Y mit dem
Unterschied, dass der letzte Niveauwert um die Steigung
verschoben wird.

@ Die Prognosegleichung gibt die m-Schritt-Prognose an. Daher
wird by mit m multipliziert.

Wir benétigen hier zwei Anfangswerte: L; und b;.
zB.. L1 = Y] und b] = <Y3 — Yl)/2

Die optimalen Parameter kdnnen wiederum uber ein Gitter («, 8)
(z.B.:mita, B =0.1,...,0.9) gewéahlt werden.
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Die Methode von Holt-Winters

Die Methode von Holt-Winters  bertcksichtigt auch saisonale
Effekte und ist damit zur Prognose von Reihen mit linearem Trend
und Saison geeignet.

Es treten hier 3 Glattungsparameter auf:

«, Bundy mit 0<wa,pB,v<1

Die optialen Parameterwerte werden wie oben, entweder Uber
nicht-lineare Optimierung oder Uber die Gittersuche ermittelt.

Wir unterscheiden hier zwischen einem Modell mit additiver und mit
multiplikativer Saisonkomponente.
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Holt-Winters mit additiver Saison

Im additiven Modell ist die Saison vom Niveau der Reihe unabhéngig.

Niveau: Ly = L\C(Yt — St75> r (1 — R)(Lt_] <~ bt_1>
Trend: by = B(Li—Li—1)+ (1 —B)br—1
Saison: St = y(Yy—Li)+ (1 —)Si—s

Prognose: Fiypy= Li+bim+ St sim

@ Neu ist die Saisongleichung. Hier wird ein gleitender
Durchschnitt der (Y; — L;) Komponente (Beobachtung minus
geglattetem Niveau) beschrieben.

@ sist 12 flr Monatsdaten, und 4 fir Quartalsdaten, etc.

@ Das Niveau L ergibt sich aus Y minus dem Saisoneffekt.
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Holt-Winters mit multiplikativer Saison

Im multiplikativen Modell ist der Saisoneffekt proportional zum
Niveau der Reihe. Der Trend selbst ist linear.

Niveau: Ly = a(Y;/Si—s)+ (1 —a)(Li_1+b 1)
Trend: by = B(Li—Li—1)+ (1 —PB)bs
Saison: St = y(Ye/Lt) + (1 —9)Si—s

Prognose: Fiipm = (Lt +bim)-Si_gim

@ Die Saisongleichung beschreibt einen gleitenden Durchschnitt
des Quotienten (Y;/Ly).
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Holt-Winters — Anfangswerte

Die benétigten Anfangswerte sind:

Ls, bs und Sl,. . .,Ss

Fir das multiplikative Modell gibt es folgende Mdglichkeit:
O L;=(Y1+...+Ls)/s,

O by =[(Yss1—Y1)/s+ ...+ (Ysis—Ys)/s]/s

Bemerkung: (Ys.1 — Y1) /s ist die durchschnittliche
1-Perioden-Steigung als Durchschnitt tber s Perioden
berechnet.

] Sl :Yl/Ls,...,SSZYs/LS.
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Diskussion

@ Die vorgestellten Methoden sind einfach und bendétigen
héchstens drei Parameter.

@ Sie lassen sich leicht automatisieren, so dass sie auf eine grof3e
Zahl von Reihen (z.B. in gro3en Lagerhaltungsproblemen)
anwendbar sind.

@ Die Zielfunktion (minimale Fehlerquadratsumme) kann bei
Vorliegen von AusreiRern z.B. durch die Minimierung des MAPE,
mean absolute percentage error, ersetzt werden.

@ Die vorgestellten Modelle sind Spezialfélle des stochastischen
ARIMA Modells, das spéter behandelt wird.

@ Reihen mit exponentiellem Wachstum und multiplikativer Saison
lassen sich durch Logarithmieren in Reihen mit linearem Trend
und additiver Saison tberfuhren.
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Modellwahl

Die einzelnen Schritte zur Wahl eines geeigneten Modells sind:

© Teilen der Daten in zwei Teile:

@ Schatzdatensatz, initialization set, estimation sample:
Fur diesen Datensatz wird das Modell angepasst.

o Testdatensatz, test set:
Hier wird die Prognosetauglichkeit des geschatzten Modells
gemessen.

© Wahl der Glattungsmethode.
© Schitzen des Modells fiir die Initialisierungsmenge.

© Prognosegiite des Modells mit den geschitzten Parametern aus
Schritt 3 an Hand des Testsatzes messen.

© Bei Unzufriedenheit mit dem Ergebnis nochmals zu Schritt 2.
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Pegel’s Klassifikation

Pegel (1969) klassifiziert Zeitreihen nach additiven oder
multiplikativen Trend und Saisonkomponente.

Daraus ergeben sich eine Reihe von Modellen, die die Methode von

Holt-Winters erweitern.

Die Modelle von Holt-Winters werden zu Spezialfallen.

In der Praxis such man sich ein geeignetes Modell aus.
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Kapitel 8

Einfache Regression
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Lernziele

Lineares Regressionsmodell

Anpassen des linearen Regressionsmodells, OLS

Eigenschaften der Schatzer fur das Modell

Testen und Konfidenzintervalle

Uberpriifung der Modellannahmen

Prognose mittels linearer Regression

Multiples Regressionsmodell
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Das lineare Regressionsmodell

Das einfache lineare Regressionsmodell lautet
Yr=0a+Pxi+ e t:1,...,nJ
Yyt ... abhéngige Variable a ... Interzept, Konstante

X; ... unabhéngige Variable B ... Steigung
g ... Fehler, Residuum
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Modellvoraussetzung

Annahmen flr das einfache lineare Regressionsmodell:

@ Die Beziehung zwischen y und x ist linear.

@ Die x; sind deterministische (nicht-stochastische) Variablen.
Ihre Werte sind genau bekannt.

@ Die Residuen ¢; sind

@ unkorreliert,
Cov(eti,ef],) =0 flri #j

@ haben Erwartungswert 0 und konstante Varianz,

E(er) =0, V(et) = 0?2

e far alle ¢

@ und sind normalverteilt,

er ~ N(0,02)
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Der bedingte Erwartungswert

Der bedingte Erwartungswert E(y;|x;) von y; gegen x; ist
E(yelx) = a+px: |

da E(g;) = 0 und x; bekannt ist.
Das Mittel von y; wird als Funktion von x; angesehen.

@ E(y;) bezeichnet das univariate (unbedingte ) Mittel von y;, i.e.,
der Mittelwert aller y; tber die Zeit wenn die Information x; nicht
verwendet/bekannt ist.

@ E(y|x;) ist eine bedingte Erwartung . Die Information x; wird
zur Erklarung/Modellierung von y; verwendet.
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Die bedingte Varianz

@ Die unbedingte Varianz ergibt sich als

V(ye) = E(lye — E(w)]*)

@ Die bedingte Varianz V(y;|x;) ist analog

V(i) = E (0 — E(elo) ) = o2

In unserem Modell ist die bedingte Varianz von y; konstant:

yr — E(yilxe) = (@ + Bxi + &) — (a+ Bxy) = 07

Und somit
V(yilxt) = E(ef|xi) = B(¢}) = 7
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Varianzreduktion

Zur Berechnung von V (y;|x;) wird die Information x; verwendet.
Daher gilt immer (sofern das Modell einen Erklarungswert hat)

V() > V(yilxe) = 07

Die Regression reduziert die Varianz in den Daten.
Sie erklart somit einen Teil der Variantion in y;.
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Anpassen eines Regressionsmodells

Die Parameter des Regressionsmodells werden so gewahlt, daf? die
Fehlerquadratsumme der Residuen minimal  wird.

n n

& =min} (i~ 907 = min
1

= i (v — ( + Bxp))?

™=

min
w,B

w
Il
—_

Das Minimierungsproblem wird mit der Methode der kleinsten
Quadrate (ordinary least squares, OLS) gelost.

Man berechnet dazu die ersten partiellen Ableitungen und setzt diese
gleich Null.

.1 e A MY XpYr— L X Y Y
“—nZyt ﬁnzxt b= nyxz — (Lx)? J
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OLS-Schatzer

Man kann diese Schatzer auch anders darstellen:

X oA ~  Cov(x, s
a=1y—px ﬁ:#:Corr(x,y)i

Der Schétzer fur g wird Null, falls x; und y; unkorrelliert sind. Dann
wird die Variable x; nicht in die Regressionsgleichung aufgenommen.

Nach der Schéatzung lautet unser Modell:

ytzﬁé-i-ﬁxt-i-@t

& sind die geschatzten Fehler.
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Verteilung der Schatzer

Unter Annahme (Nullhypothese), daR unser Modell das wahre Modell
ist, sind die OLS-Schétzer & und g normalverteilt mit Erwartungswert

« bzw. B

mit
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Verteilung der Schatzer /()

o2 wird durch die Stichprobenvarianz des Fehlers ~ s? ersetzt:

R 1 N A . A
af:szzn_ZZsf, mit & =y, — (& + Bx;)

Damit wird erhalten wir die Schatzer 63 und o7 fiir o7 bzw. o3,
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Eigenschaften der OLS-Schéatzer

Die OLS-L6sung liefert den BLUE, den besten linearen unverzerrten
Schatzer (best linear unbiased estimator):

@ Best: der Schatzer hat die kleinste Varianz.
@ Linear : das Modell ist linear.

@ Unbiased oder unverzerrt : Erwartungswert des Schatzers ist
der Wert des Parameters ist.
(Ansonsten wére er verzerrt.)

@ Estimator : Schatzer
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t-Test der geschatzten Parameter

Wir kdnnen obige Verteilung benutzen um die Hypothese

HQZ ‘B =b H]i ‘B 7§ b
zu testen. Die PrifgroRRe (Teststatistik)
B—b

PN

Up

~ty2
ist dabei t-verteilt mit n — 2 Freiheitsgraden.

(Analog fir «.)
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Konfidenzintervalle

Das (1 — a)-Konfidenzintervall fur  ergibt sich aus

[B—tu-21-2/208, B+ tu_21-us20p)
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Das Bestimmtheitsmal}

Wir wollen messen, wie gut sich das Modell an die Daten anpasst
und ob unsere Schéatzung die Annahmen des Regressionsmodells
erfallt.

Das Bestimmtheitsmaf  RZ ist definiert durch als der Quotient aus
der Summe der Abweichungsquadrate im geschatzten Modell und
der Summe der Abweichungsquadrate der beobachteten Daten.

2 L@ —9)?
N T ar J

R? gibt den Anteil der durch die Regression erklarten Varianz an.
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Das Bestimmtheitsmal3 /()

=9 = W= + (@-9
T T T
totale nicht-erklarte erklarte
Abweichung Abweichung Abweichung

Quadrieren und Summieren ergibt

Ywi—9?* = Twi—9)?* + L@ —7)?
1 T T
SST SSE SSR

SST ... total sum of squares
SSE ... sum of squared errors

SSR ... sum of squares from regression

(Der Term 2Y_(y; — #:) (: — ) ist Null.)
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F-test

Das BestimmtheitsmaR R? kann ebenfalls getestet werden.
Der Test Hp: R? = 0 ist dabei aquivalent dem Test Hy: B =0.

Die Prufgrofie lautet
RZ
1-ge(" =2~ P

und ist F-verteilt mit 1 und n — 2 Freiheitsgraden.
Der Test heif3t kurz F-Test.
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Uberpriufung der Modellannahmen

@ Unkorreliertheit der Residuen . Aus der Autokorrelation kdnnte
man die Residuen prognostizieren. Damit wéare unser Modell
nicht vollstandig.

@ Konstanz der Varianz der Residuen . Wenn die Varianzen in
verschiedenen Teilperioden unterschiedlich sind, sind die
geschétzten Varianzen von & und f nicht korrekt.

@ Abweichungen von der Normalverteilung kann mittels
Histogrammen und Test auf Normalverteilung entdeckt werden.
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Prognose mittels linearer Regression

Zur Prognose missen die Werte der unabhangigen Variable x; ¢,
T=1,...,k bekannt sein.

@ Prognosefunktion
Jrpr = &+ Pxiie

@ Standardfehler der Prognose

~ ~ 1 (xt+T - 9_()2
se = Oy 14 -+ = L
(Ht++) 6\/ EYl (x— )2

Der Standardfehler der Prognose ist minimal, wenn x,;; = X ist.

@ Prognoseintervall

Werr — ti—2 - S€(Je+1c) » Yevr + ti—2 - S€(Jirr)]

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VIII — Einfache Regression — 19/21



Multiples Regressionsmodell

Wir erweitern das Modell auf mehrere erklarende Variable
ye =+ Prxa + Prxo+ -+ P X + €t

Die Koeffizienten a, B1, B2, ..., Bm Werden wieder mittels OLS
geschatzt.

Es gibt eine Reihe von Verfahren um die Anzahl m der notwendigen
Variablen zu bestimmen (so wenig wie mdéglich!).

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VIII — Einfache Regression — 20/ 21

Das multiple Bestimmtheitsmalf3

Das multiple Bestimmtheitsmaf3 ist analog zum einfachen
Bestimmtheitsmalf? definiert.

Liegt eine Regression mit 1 unabhangigen Variablen, x;;, mit
j=1,...,mvor, so ist der Test auf RZ=0 aquivalent dem Test, dass
alle B; = 0 sind (bzw. dass kein x; einen Beitrag zur Varianzreduktion
in y zu leisten im Stande ist).

F-Test:
H(): 51:ﬁ2:...:ﬁm:0 (R2:0)
Hi: zumindest ein B; # 0 (R% #0)

Die Prufgrofie
RZ n—(m+1)
1—-R2 m

~ Fm,nf(m+1)

ist F-verteilt mit m und n — (m + 1) Freiheitsgraden.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VIII — Einfache Regression — 21/21

Kapitel 9

ARMA Modelle
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Lernziele

@ Stationare und nicht-stationére Prozesse:
White noise und random walk

@ ARMA: Autoregressive moving average Modelle

Modellbildung

Schéatzung von ARMA Modellen

Modellwahl und Modelliberprifung

Prognose

Integrierte ARMA Modelle: ARIMA
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Schwach stationare Prozesse

Kovarianz oder schwach stationdre Prozesse
{pe}, t=...,-2,-1,0,1,2,...
haben die Eigenschaft:
@ mittelwertstationér

E(y:) = E(yt—s) = u

@ kovarianzstationar :

V() = E(ys — u)* = V(yi—s) = 0y
Cov(yr, yt—s) = E(yr — ) (yr—s — 1) = Cov(ys—j, Yrs—j) = s

U, O'yz und v, sind konstant und unabhé&ngig von t.
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Autokorrelationsfunktion ( ACF)

Die Autokorrelation zwischen y; und y;_ ist definiert als

0s = L — Corr(ys, yi-s) J
_ Yo

¥s = Cov(ys, Yi—s), 10 = 0.

Im Speziellen gilt:
po=1 und —-1<p;<1.
Fasst man die ps, s > 0, zusammen, erhalt man die

Autokorrelationsfunktion , ACF:

1, p1, 02, P3, --.
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Beispiel
White noise, WN

Ein Prozess {y:}, y: = €, mit
E(e:) =0, V(&) :(73, po=1 p1=pr=p3=...=0
heilt white noise, WN, oder WeilRes Rauschen .

Ein white noise Prozess ist (kovarianz-) stationar.
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Wold Darstellung

Jeder schwach stationére Prozess {y;} lasst sich als unendliche
gewichtete Summe eines vergangenen white noise Prozesses
darstellen:

Yi—p=) Y€
j=0

Die i; heiBen Impulse-response-Koeffizienten ; die Funktion
{1/7]-, j > 0}, Transferfunktion , Impuls-Antwort-Funktion.

Sie erfullt die Bedingung
E ¢]2 < o0
j=0

D.h., die ¢; sind quadratisch summierbar
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Wold Darstellung /)

@ Aus E(e;) = 0 folgt
E(y) = p

@ Aus V(e;) = ¢Z und der quadratischen Summierbarkeit der ¥j

folgt
V) =) ¢roz =2 ) y7

da die €; unkorreliert sind.
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Lagoperator

Der Lagoperator L ist definiert als

Ly = yr 1 )
Durch Mehrfaches anwenden des Lagoperators erhalt man
L%y = Lys-1 = Yi—2
Ly = L2y 1 = Lyr 2 = Y3,
Loy =y

Beispiel:
(1- LYy =y — Yi-1,
(1 — L — aal? — a3l®)y; = yr — ay—1 — Q2Yr—2 — A3Yi—3.

(1 — a1 L — apL2 — a3L3) heiBt auch Lagpolynom der Ordnung 3.
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Wold Darstellung mittels Lagoperator

Die Wold Darstellung kann auch mit Hilfe eines unendlichen
Lagpolynoms ¥ (L) angegeben werden:

j=0

yi—p=Y pie ;=Y ple)=) (yl/)e="¥(L)e J
j=0 =0

wobei ¥(L) =Y 2oy L/ st
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Random Walk (RW)

Ein Prozess {y;} mit vy =y;—1+ €
heil3t random walk, RW, (ohne Drift).

Ein Prozess {y;} mit
Yye=cCc+Yr1+¢€

heifl3t random walk mit Drift. c ist der Driftparameter.
Der Prozess ist in rekursiver Darstellung gegeben.

Explizite Darstellung des RWs:
t t
yt:yoJrZej bzw. yt:yo+ct+26j
j=1 j=1

Ein random walk ist nicht stationar .
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Bedingter und unbedingter Erwartungswert

Die Informationsmenge I; ist

It = {yl‘/ €t, Yi—-1, €t—-1,---,Y1, €1, ]/0}

Der bedingte Erwartungswert eines random walks y; beziglich der
Informationsmengen I;_1, I;_s und I ist

E(yelli-1) = c+yia
E(ytut—s) = SCH+VYt—s
E(wll)) = tc+yo

Die Abhangigkeit des bedingten Erwartungswertes vom Anfangswert
verschwindet nicht mit s — oo.

Der unbedingte Erwartungswert E(y;) existiert nicht.
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Bedingte und unbedingte Varianz

Die bedingte Varianz eines random walks y; ist

V(yilli-1) = o2
V(ylli—s) = so?
V(yllo) = to?

Die bedingte Varianz ist nicht konstant und nimmt ausgehend von
t =0 mitt zu.

Die unbedingte Varianz existiert nicht.

Die Kovarianz Cov (y, yis) ist t o2.
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Random Walk und dynamischer Multiplikator

Der random walk Prozess hat die Eigenschaft, dass vergangene
Schocks nicht vergessen werden. Jeder (vergangene) Schock, €;_g,
geht zur Ganze in das aktuelle Niveau, y;, ein. Kein Schock wird
vergessen.

t

Vi=yo+ct+) g =
j=1

ayt

=1
o€ s

Man sagt auch die Persistenz eines Schocks ist Eins.

Mit diesem Modell kénnen irreversible okonomische Entscheidungen
beschrieben werden.
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ARMA

Ein autoregressiver moving average Prozess der Ordnung (p, q),
ARMA(p, 9), ist ein schwach stationérer Prozess mit dem
Bildungsgesetz

"‘p(L)(yt )= 5q(L)€t J

wobei

’XP(L) = 1-0(1L—.._—u¢pU7
_ﬁq(L) = 1-B1L—...— B,LT

ap(L) ... AR-Polynom der Ordnung p
Bg(L) ... MA-Polynom der Ordnung g
€ ... white noise.
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ARMA /2

Beispiele:

ARMA(0,0), u =0: y: =€ white noise
ARMA(0,0), i # 0:  y = pt + €

AR(1): (I —L)(yr — ) = &
MA(1): (v —p) = (1 = p1Ll)es
ARMA(1,1): (1= L)(ye —p) = (1= B1L)es
ARMA(1,2): (1 —al)(ye — ) = (1= B1L — BaL?)e
AR(12): (1-—wmL—...—apl®)(yi —p) = &
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Vergleich ARMA und Wold Darstellung

ARMA Modelle liefern eine Approximation der ¥ (L)-Polynoms aus
der Wold Darstellung mittels einer rationalen Funktion.
Durch Division (sofern zulassig) erhalt man aus

ap(L)(yr — p) = Bg(L)er

(L)
Beispiel:
1 ®
ARMA(1,0): —u= = e = ¥(L
1.0 yr—p - «let j;)lxlet] (L)€t
1—BiL
ARMA(LL):  ye — = 7= ﬁ1L e =Y(L)e
MA(0): yi—p=(1—-p1L—Bol? —...)e; = Boo(L)er = ¥(L)e
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Principle of Parsimony

Mittels ARMA-Modellen kénnen alle (schwach-) stationdren Prozesse
dargestellt werden, sofern die Ordnung der Polynome grofR genug
gewahlt wird: p — oo oder g — oo.

In der Regel muss man annehmen, dass der zugrundeliegende
Prozess sehr kompliziert ist, das eigentlich ein MA(oc0) zur
Modellierung notwendig ware.

Bei der Modellbildung wird der zugrundeliegenden Prozess durch
ein sparsam parametrisiertes ARMA-Modell (ARMA-Modell mit
niedriger Ordnung) approximiert: principle of parsimony.

Das Problem besteht darin ein ,gutes” und zugleich sparsam
parametrisiertes Modell zu finden.
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AR(1) Prozess

Das Modell fur einen AR(1) Prozess lautet:
(1—aLl)(yr—p) =€ mitfa| <1 |
oder

Vi—ay1=c+e mitc=(1—a)u |

Furu = O erhalten wir vy —ay; 1 = €.
Explizite Darstellung:

t -1
vi=ayo+ ) a'Te bzw. y =a'yo+c Zoc]JrZoc‘]e
j=1 j=1 j=1
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Erwartungswert und Varianz eines AR(1)

Aus der expliziten Darstellung erhalten wir direkt den bedingten
Erwartungswert und die bedingte Varianz fir y = 0:

t
E(yilyo) =a'yo  und  V(yilyo) = 02 Y a7
j=1
Die Abhé&ngigkeit vom Anfangswert verschwindet mit |¢| < 1, wenn
wir den Prozess im Zeitpunkt —oco starten lassen:

E(ilyo) =a'yo  —  EWily-) = E(ye) =

2
2(t O¢

t
V(ytlyo) = o¢ Z‘" = Vly-) =V(yt) = 12
j=1
Der unbedingte Erwartungswert ist konstant und gleich Null:
E(y:) =0.
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Stationaritat eines AR(1)

@ Der AR(1) Prozess ist fur
la] <1
ein stationérer Prozess.
@ Ein Prozess, gegeben durch die Differenzengleichung
Yi—ayr 1 =y —aly; =0
ist stationar, wenn er einen stabilen Fixpunkt hat.

Das ist genau dann der Fall, wenn die Wurzeln des
charakteristische Polynoms

1—-az=0

auBerhalb des Einheitskreises liegen. (Hier: |z| = |1/a| > 1)
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Autokorrelationsfunktion eines AR(1)

Die ACF fallt geometrisch (exponentiell):

S

_ s _ Covlynyis) _
Y0 V()

Ein AR(1) Prozess beschreibt ein Vergessen vergangener
Schocks . Ein Schock, der s Perioden zurtickliegt, wird mit ¢ = «°
gewichtet, die ACF fallt daher mit a°.

Allgemein gilt fir AR(p)-Prozesse, dass die ACF (betragsmanRig)
geometrisch fallt. Sie muss aber nicht monoton fallen wie beim AR(1).

Varianz und ACF sind von u unabhéangig.
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Prognose eines AR(1)

Die T-Schritt Prognose ist der bedingte Erwartungswert, E(yi|y:).

Die Varianz des Prognosefehlers der T-Schritt Prognose ist

V(yreelye) = B([yree — E@relyo)Plyt )
Aus der Definition einer AR(1) erhalten wir y;,1 = ¢ + & y; + €441 mit
c=pu(l—a).
T = 1 (1-Schritt Prognose):
E(estlys) = c+ay,  Vyealy) =02
T = 2 (2-Schritt Prognose):

E(roly) =c(l+a) + 2%y, V(yealy) = 02 (1+a?)
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Prognose eines AR(1)

Allgemein (t-Schritt Prognose):

E(yesely) = ¢ T o/ + Ty
V(Yeselye) = 02 Tq a2 ()

@ Die Prognose konvergiert mit T — co gegen das arithmetische
Mittel.

@ Die Prognosevarianz konvergiert mit T — co gegen die
unbedingte Varianz.

@ Je groBer || ist, desto langsamer erfolgt die Konvergenz.
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MA(1) Prozess

Das Modell fur einen MA(1) lautet
yi—p=e—pe1=(1-BL)e

bzw.
vi=p+e—pe1=p+(1-pLe
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Erwartungswert eines MA(1)

Der bedingte Erwartungswert  E(y;|y;—1) ergibt sich als:

E(uelyr—1) =E(u+ e — pera|p+e1— Pers)
=E(er — Ber-1ler-1,€-2)
=p+pe

E(ytlyi—2) =E(u + e — Ber1lp +er—2— Ber-3)
=E(u+e — Ber—1l€r—2,€-3)
=H

E(yilyi—s) = u furs > 1

Die bedingten Erwartungswerts E(y;|y;—s) fur s > 1 sind gleich dem
unbedingten Erwartungswert

E(tlyi—s) = 1 = E(yt) (furs > 1)
Der Prozess hat ein Gedachtnis von genau einer Periode.
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Varianz eines MA(1)

Fur die bedingten Varianzen erhalten wir
V(ytlye—1) = 02

V(yilye—2) = 02(1+p?)

V(yilyi—s) = c2(1+p%)  furs>1
da die Kovarianzen der €; Null sind.

Die bedingten Varianzen sind fiir s > 1 gleich der unbedingten
Varianz :

V(ylyes) = 021+ %) = V(y)  (furs > 1)

Die Varianz von y; existiert immer, unabhéngig davon, welchen Wert
B annimmt.
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Autokovarianz eines MA(1)

Die Autokovarianzen haben ebenfalls eine einfache Struktur.

Cov(ys, yi—1) = Cov(er — Ber—1,€-1 — B€r—2)
= —BCov(er-1,€-1)

= —BV(er-1)
- —pa?

Cov(ys, yt—2) = Cov(er — Ber—1,€—2 — B€r-3)
=0

Cov(y, yi—s) =0 furs > 1
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Autokorrelationsfunktion eines MA(1)

Fir die Autokorrelationsfunktion  erhalten wir

Cov(yr,yi—1) __ —/573 — _i
Vi)~ 0+phez —  1+p

Corr(yr, yr—s) =0  furs>1

Corr(y, Y1)

@ Die ACF bricht nach dem Lag 1 ab.
@ FiUrs > 2 zeigt die ACF das Muster der ACF eines white noise.

@ Allgemein bricht die ACF eines MA(g) Prozesses nach dem Lag
g ab.
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Invertierbarkeitsbedingung

MA(1) Prozesse mit Parameter 8 und Parameter (1/) besitzen die
selbe ACF, und haben somit die selben stochastischen
Eigenschaften. Daher beschrankt man sich der Eindeutigkeit wegen
auf den Bereich || < 1.

Diese Bedingung heif3t Invertierbarkeitsbedingung

Beispiel:
Der MA(1) Prozess {y;:} mit E(y;) = 3, V(y;) = 2.50 und p; = 0.40
lasst sich auf 2 Arten darstellen:

yi—3=1u;—05u_1 mit u ~ N(0,2) (iid)

und

1
— o1 mit v ~ N(0,0.5) (iid)

33—y _
Yt %05

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — IX — ARMA Modelle — 29/ 65

Prognose eines MA(1)
Die T-Schritt Prognose st der bedingte Erwartungswert E(y;+|y;).
T = 1 (1-Schritt Prognose) fur MA(1):
E(yeealy) = p—Pe,  V(raly) = o2
T-Schritt Prognose (t > 1):

E(yeeely) =1, V(yeeclys) = 1+ p*) 07

@ Ein MA(1) liefert nur fiir die 1-Schritt-Prognose eine kleinere
Prognosevarianz als das arithmetische Mittel.

@ Ein MA(g) liefert nur bis zur g-Schritt-Prognose eine kleinere
Prognosevarianz als das arithmetische Mittel.
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ARMA(p, q) Prozess

Zur Modellierung sollen ARMA Prozesse folgende Bedingungen
erfullen:

@ Stationaritat: die Wurzeln (Nullstellen) des AR-Polynoms liegen
auRerhalb des Einheitskreises.

@ Invertierbarkeit: die Wurzeln des MA-Polynoms liegen
ausserhalb des Einheitskreises.

Die Parameter des Prozesses muiissen geschatzt,
die Modellvoraussetzungen uberpruft werden.
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Schatzer fur Mittel und Varianz

Der Mittelwert (arithmetisches Mittel) einer Reihe y4, ..., yr der
Lange T ist
Yt J

<
Il
=
I
S
ngls

T
A

u wird in der Regel durch 7 ersetzt.
Die Varianz ist gegeben als
2 _ 1 . 2
y f Z(yt - ?) J
t=1

Sie ist nur dann brauchbar, wenn nur wenig Autokorrelation in y;
vorliegt oder die Reihe sehr lang ist.
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t-Test fur das Mittel
Das Mittel ist fur groBe T ungefahr normalverteilt

y ~ N(p,0;/T) |

sofern die zugrundeliegende Verteilung eine Varianz besitzt und die
Autokorrelationen in der Reihe nicht zu stark sind.

Die Verteilung des Stichprobenmittels kann zum Testen auf das Mittel
verwendet werden.

Hoip=0 Hi:in>0 Z=—2— ~ N@OI)
NCYE

Die PriifgréRe Z ist fiir gro3e T (ndherungsweise)
standardnormalverteilt.
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Test auf die Differenz zweier Mittel

Test auf Gleichheit der Mittelwerte in A und B:

Ho:pa=wup  Hi:pa # ps
Die Prufgrofie

7 a0 ~ N(0,1)
\/04/Ta+063/Tg
ist (ndherungsweise) standardnormalverteilt.
Voraussetzung:
@ Stichproben sind voneinander unabhangig.
@ Beobachtungen sind nicht oder nur schwach autokorreliert.

@ Die Stichprobenumféange T4 und T sind hinreichend grof3.
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Schiefe einer Verteilung

Eine Maf3zahl fiir die Schiefe ist

t=1

B i(yt—?f
o

Die Verteilung ist

linksschief < <
symmetrisch ... § = 0 ... u = i
rechtsschief > >

fi bezeichnet den Median.

Die Normalverteilung ist symmetrisch. lhre Schiefe ist Null.
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Kurtosis einer Verteilung

Eine Malf3zahl fir die Kurtosis (Wdlbung)

<k

t=1

I .
K= To Z(yt - ]/)
(K — 3) heilt Exzess-Kurtosis .

@ Die Normalverteilung besitzt eine Kurtosis von 3.

@ |st die Kurtosis gréRer als 3, so besitzt die Verteilung héhere
Schwanze als die Normalverteilung (leptokurtische Verteilung).

Beispiel:
Die t-Verteilung mit v Freiheitsgraden ist symmetrisch.
Ihre Kurtosis betragt 3(v —2)/(v — 4).
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Test auf Normalverteilung

Die Schatzer 5 und K sind bei Zugrundeliegen einer
Normalverteilung nédherungsweise normalverteilt:

S ~ N(0,6/T) K ~ N(3,24/T)

Der Jarque-Bera Test testet simultan auf S = 0 und K = 3 einer
Verteilung.
Unter der Nullhypothese einer normalverteilten Zufallsvariable ist die
Teststatistik x? verteilt mit 2 Freiheitsgraden:
T—k 4 1 .
— 82+ (K-3)? ~ x3
e[ g (K=37 ~ 23

@ Beim Test der Verteilung einer Variablen ist k = 0.

@ Testet man Residuen einer Regression auf Normalverteilung,
ist k die Anzahl der Regressoren.
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Autokorrelation eines ARMA(  p, q)

Die Autokorrelationsfunktion eines ARMA(p, q)-Prozesses ergibt sich
durch Uberlagerung der ACF des AR- und MA-Teils.

Die ersten g Werte werden durch die AR- und MA-Komponenten
gemeinsam, das Ausklingen durch das AR-Polynom bestimmt.

Der Schatzer fur die ACF ist die
Stichprobenautokorrelationsfunktion (SACF):

b=t — Y v — ) Wk — )
Yy —9)?

Die Autokorrelationen der Ordnungen 0, 1,2, 3, ... werden zum
Korrelogramm zusammengefasst.
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Verteilung von gy (= r¢)

Die SACF eines (normalverteilten) stationaren Prozesses {yt}, mit
pr #0furk <mundps =0furs >m
hat flrs > m

s—1
E(p)=—7 wd  V()=qg <1+22p,%> J

k=1

Fir einen white noise y; = €; gilt: m = 0, ps = 0 firs > m = 0.

Die dk sind normalverteilt: gy ~ N(—+, +). (= Test auf white noise)
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Test auf white noise: Omnibustest

Die Box-Pierce-Statistik , Q, testet, ob bestimmte Autokorrelations-
koeffizienten eines stationaren Prozesses gleich Null sind.

Hoiplzpzz...:pszo lepk;«éo fUreink,lgkgs

Die Box-Pierce-Statistik ist x2-verteilt mit s Freiheitsgraden.
: 2

Die Ljung-Box-Statistik , Q, ist fiir kleine T besser geeignet.

S
T+2 2J
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Schatzen eines ARMA Modells

Schatzen eines Modells bedeutet, die Parameter des Modells so zu
wahlen, dass die Eigenschaften des geschatzten Modells moglichst
gut mit den Eigenschaften der beobachteten Reihe Ubereinstimmen.

Man sagt auch: Das Modell wird an die Daten angepasst

Es gibt verschiedene Methoden ARMA Modelle zu schéatzen, u.a.

@ eine Kleinst-Quadrat-Methode, die Unconditional Least Squares
Methode, ULS.

@ die Maximum Likelihood Methode, ML, basierend auf der
Normalverteilung
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Unconditional Least Squares Methode, ULS

Wir schreiben das ARMA(p, 4) Modell wie folgt an

yi=ct+ayr 1+t apyrpte—Pre1—...—Pyery

Die Parameter «; und B; werden analog zur linearen Regression so
gewahlt, dass

e — min

1=

t=1
Fur die ersten Beobachtungen fehlen aber die notwendigen Werte
fuer y;_;und g;_; wenn t —i < O ist.
Diese werden durch die Mittel i bzw. 0 geschatzt:

y_]:y und €_k:0 fUI‘],kZO
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Eigenschaften der ULS

Die Schatzmethode heil3t unconditional least squares methode
(unbedingte Methode der Kleinsten Quadrate).

Die Schatzung verwendet das unbedingte Mittel der Zufallsvariablen
fur die nicht beobachteten Werte.

Die geschatzten Parameter kénnen (in gro3en Stichproben) analog
zum bekannten Regressionsmodell getestet werden.

Diese sind
@ asymptotisch unverzerrt,
@ konsistent und

@ asymptotisch normal verteilt.
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Maximum Likelihood Schatzer

Beim Maximum Likelihood Schéatzer (ML) werden die Parameter so
gewahlt, dass sie am besten zu den Beobachtungen passen;
also am wahrscheinlichsten (likely) sind.

Dazu wird die sogenannte Likelihood-Funktion maximiert.
Beispiel:

Wir suchen den ML Schétzer fiir den Mittelwert y einer
normalverteilten ZV mit Varianz ¢ = 1:

L1, -, %) = 1/ (V27) exp (— Y (- u>2/2>

Differenzieren nach u und Null setzen ergibt

n 1 n
E(x,-—],t): = y:EExi:x
i=1 i=1
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Maximum Likelihood Methode fir ARMA
Wir gehen einem multinormalverteilten Zufallsvektor
y = (y1,--.,yr)" aus mit
y ~ N(u,x)

u ist der Vektor der (konstanten) Mittel fiir die einzelnen Zeitpunkte.
2. ist die zugehdorige Kovarianzmatrix.

Yo gg! Y2 e YT
"1 Yo gg! Y12
Y= T2 g Y0 YT-3
Yr-1 Yr-2 YT-3 .-~ Y0
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Likelihood fur AR(1)

Die Kovarianzen eines AR(1) Prozesses sind

Cov(y, Yers) = 7s =& O'yz wobei y2 = y9=02/(1-4a?)
Daher ist X. eine Funktion von « und (762.
1 o T-1
2 o 1 T-2
o
Z:Z(alag)zl—eoﬂ
-1 4T-2 1

Die Likelihood-Funktion ist bei gegebenen Dateny = (y1,...,yr)’

Ll 02ly) = 27) TR exp ( 5y - pE - )
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Likelihood fur MA(1)

Die Kovarianzen eines MA(1) Prozesses sind
Cov(ys,y1) = v0 = (1+ B*) 2,
Cov(yt, Yir1) = 11 = —B0og, und
Cov(ys, Yirs) = ¥s =0, furs > 1.

Daher ist ¥ eine Funktion von B und ¢?.

1+ -8 0 ... 0
S R I
o0
0 0 0 ... 14+p?

Die Likelihood-Funktion ist bei gegebenen Daten y = (y1,...,yr)’

Ly, 02ly) = @) Azl V2 exp (< 5y -z - ) )
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Maximierung der Log-Likelihood

Allgemein ist fiir ein beliebiges ARMA(p, q) Modell X eine Funktion
von allen Parametern und der Fehlervarianz

Y =%(ar, ..., 0p; B1,..., By 02)

u wird durch j ersetzt, und die Log-Likelihood Funktion numerisch
maximiert (bzw. minus Log-Likelihood minimiert).

Numerische Minimierungsverfahren  sind u.a.
@ Grid-Search
@ Simplex-Verfahren

@ Methode des steilsten Abstiegs
(method of steepest decent)
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Numerische Verfahren

@ Grid-Search: Dieses einfachste Verfahren dient nur zur

lllustration. Man gibt ein grobes Raster (Gitter) z.B. im Suchraum

(a, %) vor. Dann probiert man alle gewéhlten Paare durch. In
der Umgebung des gefunden Minimums verfeinert man das
Gitter, usw.

@ Methode des steilsten Abstiegs:  Der Gradient nach den zu
minimierenden Parametern gibt die Richtung des steilsten
Abstiegs. In diese Richtung wird ausgehend von einem
Startwert der nachste Wert gesucht, usw., bis sich der
Funktionswert kaum mehr andert.

@ Simplex-Verfahren: Dieses ist nicht mit der Linearen
Optimierung zu verwechseln. Es umgeht die Berechnung der
Ableitungen in der Methode des steilsten Abstiegs.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — IX — ARMA Modelle — 49/ 65



Eigenschaften der ML

Die geschatzten Parameter kénnen (in grof3en Stichproben) analog
zum bekannten Regressionsmodell getestet werden.

Diese sind
@ asymptotisch unverzerrt,
@ konsistent,
@ asymptotisch normal verteilt, und

@ asymptotisch effizient.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — IX — ARMA Modelle — 50/ 65

Signifikanz der Parameter

Wir wollen nun ein geschatztes ARMA Modell auf seine Eignung
Uberprufen.

Angenommen wir haben eine Ordnung (p, q) gewahlt und die
Parameter des ARMA(p, q) geschéatzt.

Kriterien fir ein brauchbares Modell:

© Parameter «, und B, signifikant (von Null verschieden).
Man fuhrt dazu den t-Test fur die Parameter durch, die zum
gréften Lag im AR- bzw MA-Polynom gehoren, &, und Bq.
Ist z.B. &p nicht signifikant von Null verschieden, so sollte die
AR-Ordnung um 1 reduziert oder erhéht werden. ,Mittlere*
Parameter ,durfen” Null sein.
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Residuen

© Residuen des geschétzten Modells sind  white noise.
Ist die gesamte Autokorrelationsstruktur der Reihe durch unser
Modell erfasst?
Dazu plottet man die Residuen und kontrolliert visuell die SACF
der Residuen. Dann fuhrt man den Ljung-Box Test auf
Autokorrelation in den Residuen durch. Sind die Residuen nicht
white noise, so hat das Modell nicht die gesamte
Autokorrelationsstruktur der Reihe erfasst: p, g sind zu klein.

© Modellierte Reihe erfasst weitgehend die wichtigen
Charakteristika.
Dies sollte stets die erste Frage sein. Dazu vergleicht man
visuell den Pfad der Reihe, den das Modell erzeugt, mit dem
beobachteten. Interessant dabei ist z.B. ob Wendepunkte
(Richtungswechsel), und wieviele davon, erfasst werden.
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Prognose

© Modell liefert verniinftige Prognosen.
Dazu fuhrt man eine Prognose, sowohl ex post, als auch ex ante
durch, und misst die Prognosegiite mit z.B. dem RMSE.
In der Praxis stellt sich oft eine anderes als das ,beste”
geschatzte Modell als bestes Prognosemodell heraus.

Nun stellt sich die Frage, ob die Modellwahl, die Wahl der Ordnungen
p und g, richtig war, selbst wenn das geschétzte Modell alle obigen
Kriterien zu erfillen scheint.
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Modellwahl

Ziel der Anpassung eines Modells ist es,
@ die Fehlerquadratsumme zu minimieren, oder

@ die Likelihood zu maximieren.

Nimmt man eine weitere Variable in die Gleichung auf, so wird sie i.A.
die Fehlerquadratsumme zumindest ein wenig verringern.

Die (vermeintliche?) Anpassung eines Modells an die Daten wird
immer besser, je mehr Parameter in das Modell aufgenommen
werden.

Frage: Wie viele Variable (hier Lags) sollen aufgenommen werden?

Die oben besprochenen Kriterien sind nicht immer einfach zu
handhaben.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — IX — ARMA Modelle — 54/ 65

Informationskriterium und  Parsimony

Die am leichtesten handhabbaren Instrumente zur Modellwahl sind
Informationskriterien . Wir geben

@ Akaikes Informationskriterium , AIC, und das

@ Schwarz’ Kriterium , auch Schwarz’-Bayes’sche
Informationskriterium, SIC (SBC) an.

Sie helfen auch (non nested) Modelle wie ARMA(1,2) und ARMA(2,1)
zu vergleichen.

Informationskriterien kénnen durch das Prinzip der Sparsamkeit
(parsimony) motiviert werden.

Um die vermeintliche Anpassung des Modells an die Daten bei
Hinzunahme weiterer Parameter in das Modell zu vermeiden, wird
eine eine Bestrafung, ein Pdnale, flr jede eingefliihrte Variable
verwendet.
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Informationskriterien: AIC und SIC

@ Akaike’s Informationskriterium, AIC
ist fuir ARMA(p, q) Prozesse gegeben durch

N 2
AIC(pq) = 1080219 + (0 +4) |

@ Schwarz’-Informationskriterium, SIC , bzw.
Schwarz-Bayes’sche Informationskriterium, SBC
ist gegeben durch

. lo
SIC(p,q) = log(8Z,.,) + —r  (pt+a) J

0¢p+q Stent fur die minimierte Fehlervarianz.
log(-) steht stets fir den naturlichen Logarithmus.
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Informationskriterien: Anzahl an Lags

Frage: Wie viele Variable (hier Lags) sollen aufgenommen werden?

@ Laut AIC wird nur dann eine Variable (Lag) aufgenommen, wenn
sie zumindest die (logarithmierte) Fehlerquadratsumme um
(2/T) reduziert.

@ Ahnlich, aber mit einem groReren Pénale bewertet das SIC:
log(T)/T.

Es werden somit solange Variable (Lags) aufgenommen, bis die
letzte Variable das geforderte Mindestmall an Reduktion der
Fehlerquadratsumme unterschreitet.
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Modellsuche

Praktisch geht man so vor , dass man a priori eine maximale
Ordnung fiir p und g annimmt, und alle Modelle bis zu diesen
Ordnungen schatzt.

Die maximale Ordnung héngt davon ab, ob man saisonale Effekte
bertcksichtigen muss oder nicht, und, welche Struktur die ACF
erahnen lasst.

Beispiel: puax = 4 und Guax = 4.
Essind (4 +1) x (44 1) = 25 Modelle zu schétzen, aus denen wir
eines auswahlen werden.

@ FUr jedes in Betracht kommende Modell werden AIC oder SIC
berechnet.

@ Es wir nun das Modell gewahlt, das das kleinste AIC bzw.
kleinste SIC aufweist.
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AIC, SIC in Log- Likelihood-Funktion

Eine andere Darstellung fir die Informationskriterien erhalt man,
wenn folgende Naherung verwendet wird:

~

N 2
log(gez,p-s-q) T 1(0p+q)

) (9,,+q ist der Vektor der geschatzten Parameter des Modells,

P

Bpiq = (i, B By 32)

9 l(ép+q) steht fur den Logarithmus der maximierten
Likelihood-Funktion des Modells, [(68,4) = log(L(0p+4)).

Die Likelihood-Funktion wird maximiert , wahrend die
Fehlerquadratsumme minimiert wird.
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Trendstationaritat

Ein Prozess heil3t trendstationar wenn er durch Berlicksichtigung
eines linearen Trends in einen stationaren Prozess transformiert
werden kann.

Man modelliert Ublicherweise Trend und stationéren Teil simultan.
Beispiel: x; trendstationéar

xr=a+bt+u bzw. x;—(a+0bt)=uy,
wobei u; ein stationarer Prozess ist.

Man regressiert x; auf die Zeit t, und modelliert den stationaren Teil
u; (z.B. als AR(3)).
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Differenzenstationaritat

Ein Prozess heil3t differenzstationar wenn er durch
Differenzenbildung in einen stationaren Prozess transformiert werden
kann.

Hier wird die Veranderung zwischen den Beobachtungen x; und x;_1
berechnet und als neue Variable modelliert:

Yr = (1 —L)x;

Beispiel: x; differenzstationar
Xr=c+x_1+0v bzw. x—x_1 =c+ v

wobei v; ein stationarer Prozess ist.

Beispiel: random walk, x; = x;_1 + €;.
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Differenzenstationar: ARIMA( p,d, q)

Man bezeichnet differenzenstationére Prozesse als ARIMA(p, d, g),
integrierte ARMA Modelle mit Integrationsordnung d.

d =1, ARIMA(p, 1, 9):
Hier wird eine einmalige Differenzenbildung durchgefuhrt.

Durch Integration (Summierung) der y;, y; = (1 — L)x;, kann wieder
der urspriingliche Prozess x; erzeugt werden:  x; = x;_1 + ¢

t
Xt = X9 + Zy]
=1

Integrierte Prozesse zeigen in der SACF einen sehr langsamen
Abfall , vergleichbar mit dem eines random walks.
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ARIMA(p, d, q) — Beispiele

@ Ein ARIMA(p, 0, q) Prozess ist ein ARMA Prozess. d = 0.

@ Ein Random Walk ist ein ARIMA(0,1,0),d = 1.

@ Ist x; ein ARIMA(p, 2, 9), dann ist die 2-malige Differenz
yr=(1-L)*x

stationar.
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Saisonaler ARMA (stationar)

Saison ist ein mit fixer Periodizitat, S, wiederkehrendes
(stochastisches) Verhalten.

Beispiele:
@ Wochentagsmuster in Tagesdaten von 5-Tages-Wochen, S = 5,
@ Monatsmuster in Monatsdaten, S = 12,

@ Quartalsmuster in Quartalsdaten, S = 4.

Die ACF zeigt hier Ausschlage bei Lag S und Vielfachen davon.

Im ARMA Modell fiihrt man dann einen Lag von S (evt. Vielfache
davon) ein.
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Additive und multiplikative SARMA (stationar)

Man unterscheidet

@ additive saisonale ARMA | z.B.,
(1+ a5 L® + a(5) L) (s — ) = €
mit dem saisonalen AR-Polynom ap(L°), und

@ multiplikative saisonale ARMA  Modelle

(L) Ap(L®) (yr — 1) = B4(L) Bo(L®) &

mit den saisonalen AR-Polynom Ap(L®) und dem saisonalen
MA-Polynom B (L®). Man schreibt auch

ARMA(p, 4)(P, Q)s
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Kapitel 10

Stochastisches Modell
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Lernziele

Zeitreihendaten und Renditen

@ Deterministische und stochastische Renditen

Stochastischer Prozess

Wiener Prozess, ein stetiger Random Walk

Vergleich deterministisches und stochastisches Wachstum

Eigenschaften stochastischer Prozesse
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Einleitung

Diskrete Prozesse (z.B. das Binomialmodell) modellieren einen
Aktienkurs durch eine Zufallsfolge Sy, S1, . . ., Sy zu diskreten
Zeitschritten 0, 6t, 26t, ..., Not, mit § = (T —t)/N.

Reale Aktienkurse lassen sich mit stetigen Modellen besser
beschreiben. Der Aktienkurs ist dann ein stetiger ,Zufallspfad” S(t),
d.h., der Kurs kann zum jedem Zeitpunkt { € IR einen anderen Wert
annehmen.

Wir werden das Konzept eines stetigen Zufallspfads als Limes einer
diskreten Zufallsfolge mit immer kiirzeren Zeitschritten plausibel
machen.

Dazu betrachten wir zunéchst nochmals das deterministische
Wachstumsmodell und erweitern es um eine Zufallskomponente. Das
Ergebnis ist ein stochastischer Prozess in stetiger Zeit der mit Hilfe
des sogenannten Wiener Prozesses beschrieben wird.
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Kurs und Rendite

Aktienpreisverlauf (Bayer AG 7. 1. 1999 — 4. 1. 2003)
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Kurs und Rendite

Renditenverlauf (Bayer AG 7. 1.1999 — 4. 1. 2003)
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Kurs und Rendite

Verteilung der Renditen (Bayer AG 7. 1.1999 — 4. 1. 2003)

x = —0.0007
i s =0.0233
T - T T
—-0.10 —0.05 0.00 0.05 0.10
Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — X — Stochastisches Modell — 6 /22

Deterministische Rendite

Deterministische Renditen sind fir eine fixe Zeitspanne Jt konstant.

Siy1—Si
Ri=————=upudt
i s; H
u ist die Wachstumsrate von S und wird auf Periode von einem Jahr
bezogen. Sie heil3t im stochastischen Modell Drift .

ot misst die Zeitspanne von i zu (i + 1) und skaliert u geeignet.
Z.B. udt = u (1/250) ist die tagliche Wachstumsrate.

Fur die Anderung von S erhalten wir

6S;=S;judt

Dieses Modell wurde schon im Kapitel QF-Einfihrung verwendet.
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Deterministischer Prozess S

Fur infinitesimal (,unendlich“) kleine Zeitintervalle schreiben wir

ds = S(t) pdt

Wir kdnnen das interpretieren als

@ Differentialgleichung
ds
i Sy [mitLésung S(t) = Sge']

@ Anleitung zum Erzeugen eines deterministischen Prozesses:
1. Starte bei Sg.
2. Firi=1,...N: S; 1 =85;+06S;=S;+S; - uét =S5;et

Der stetige Prozess kann durch sehr kleine 6t = T /N beliebig
genau diskret approximiert werden.
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Prozess S und Wachstumsrate u

Sei Sy der Anfangswert. Dann erhalten wir fir den Zeitpunkt T aus
der Lésung der Differentialgleichung

S(T) = SgetT

Ohne Zufallskomponente wéchst S exponentiell mit Wachstumrate .

Im diskreten Zinsmodell erhélt man (bei Approximation durch einen
stetigen Prozess) die Rendite als

R =log(S(t + 6t)) —log(S(t))
Der logarithmierte Prozess steigt linear mit y:

log(S(T)) = log(So) +u T
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Prognostizierbarkeit von Kursen

Ein typischer Verlauf eines Aktienkurses lasst die Schwierigkeiten bei
dessen Prognose erahnen. Da hier viele Zufallskomponenten
zusammenspielen, bendtigt jedes Kursmodell eine
wahrscheinlichkeitstheoretische Fundierung.

Langfristig mag das deterministisch exponentielle Modell den
Eindruck erwecken eine gute Approximation zu sein, kurz- und
mittelfristig ist es sicher keines.
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Annahme normalverteilter Renditen

Die Verteilung der Renditen kann mittels Normalverteilung
modelliert werden.

Jede normalverteilte Zufallsvariable R kann dargestellt werden als
R=pu+oZ
wobei Z ~ N(0,1), p = E(R) und 0 = \/V(R) ist.

Die obige Beziehung folgt aus der Umkehrung der Standardisierung
einer normalverteilten ZVen R:

Die Normalverteilung liefert allerdings zu kleine Wahrscheinlichkeiten
fur sehr groRe Renditen (vgl. Kursspriinge).
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Rendite,

Wir fligen zum deterministischen Teil (bestimmt durch Drift ) eine
stochastische Komponente (bestimmt durch Volatilitdt ¢) hinzu:

wobei Z; ~ N(0,1) und zwei ZVen Z; und Z; fiir i # j unkorreliert

sind.

R; ist daher normalverteilt mit

Die

und Arbitragegewinne erzielen.

Andernfalls kdnnte man den néchsten Aktienkurs prognostizieren

Drift und Volatilitat

M:y(swazix/ﬁ

Ri= =5

R; ~ N(uét, o> 5t)

Renditen sind unkorreliert .
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Skalierung mit 0t und v/t

erster Naherung gleich

Fir sehr kleine Zeitschritte 6t sind diskrete und stetige Rendite in

S..1—8§:
R; = % = log(Siy1) — log(S;)
1

Die Gesamtrendite Uber den Zeitraum T = 1 Jahr ist daher die
Summe der Renditen der einzelnen (sehr kurzen) Zeitintervalle der
Lange 6t =T/N = 1/N:

N
Rr= Z[log(Sz) — IOg(Si_l)} =
i=1

R;

M=

Il
_

Erwartungswert und Varianz der Gesamtrendite muss daher
gleichmafige tber die (gleichlangen) Zeitintervalle aufgeteilt werden.

(Wir nehmen an, dass Drift  und Volatilitat o konstant sind.)

Mathematische Methoden — X — Stochastisches Modell — 13 /22

Josef Leydold (© 2006

Skalierung mit dt und v/ dt

Angenommen Rt ~ N(u,0?) und R; ~ N(ap, bo?).
Aus den Rechenregeln fur Erwartungswert und Varianz fur die
Summe unkorrelierter ZV folgt:

N N
Ri| =) E(R)=Napu=p
=1 i=1

i=

N N
Yy ) = 2V(Ri) =Nbo? =02

i
i=1

E(Ry) = E(

V(Ry) = V<
i=1

Dabher gilt
b=1/N =t

a=1/N =6t und
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Stochastischer Prozess S

Fur die Anderung von S erhalten wir

55i=S,‘]/l(5t+Si0’Zi\/E

Fur infinitesimal (,unendlich) kleine Zeitintervalle kénnten wir
(mathematisch nicht sehr korrekt) schreiben

dS = S(t) pdt + S(t) o Z(t) Vat

Wie lasst sich das interpretieren ?

@ Als Differentialgleichung?

@ Anleitung zum Erzeugen eines stochastischen Prozesses?

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — X — Stochastisches Modell — 15/ 22

Generieren von Kurspfaden

Mit unserer Formel kénnen wir einen moglichen Kurspfad S
generieren:
Si+l =S; (1 + yét + U\/Ezi)

Die folgenden Parameter sind zu wéhlen:
@ den Drift x, die Volatilitat o,
@ einen Startwert, Sy,
@ die Schrittweite J¢, und
@ die Gesamtzahl der Schritte, bzw. die Lange der Periode.

Die standardnormalverteilten Z; erhalt per Zufallszahlengenerator .

(Praktisch wird aber immer der logarithmierte Pfad generiert.)
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Der Wiener Prozess

Was soll (Z(t)\/dt) bedeuten ?

Wir ersetzen Z+/dt durch eine normalverteilte Zufallsvariable dW.
W(t) steht fir den sogenannten Wiener Prozess .
dW hat die Eigenschaften:

dW = ZVdt, E(@W)=0 und V(dW)=E(dW?) = dt

Wir schreiben daher fiir dS

AS=uSdt+0cSdW  bzw. d?SNN(ydt,ﬁdt)
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Stochastische Differentialgleichung fur ds

dS = uSdt + o SdW

ist eine stochastische Differentialgleichung , auf die ein weites
Gebiet der Theorie der Finanzmarkte aufbaut.

Die Losung der Differentialgleichung ist eine geometrische
Brown’sche Bewegung

Bemerkung:
Auch hier sind S(t) und dW(t) Funktionen des Zeitpunkts .
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Losung fur S im Intervall (0, T)

dS=puSdt+cSdW  bzw. %5 ~ N(pdt, o?dt)

Der logarithmierte Prozess log(S) gehorcht
o2 )
log(S(T)) ~ N(log(So) + (1 — )T, 0" T)

Der Prozess S selbst ist daher lognormal verteilt mit

E[S(T)] = So exp(uT)
VIS(T)] = 55 exp(2uT) [exp(0* T) — 1]
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Unterschied zwischen Wachstumsrate und Drift

@ Deterministisches Modell:
log(S(T)) =10g(5(0)) +uT
u heifl3t Wachstumsrate: S(T) = S(0) exp(uT).

@ Stochastisches Modell:
2

log(S(T)) ~ N(log(5(0)) + (n = 7)T, 0> T)
u heif3t Drift.
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Markov-Eigenschaft

Unser stochastischer Prozess hat folgende wichtige Eigenschaft:

P(S; € AlS;, j < i) = P(S; € AlSi_1)

D.h., die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass S; in A gegeben alle
frGheren Werte Sy, ..., S;_1 hangt nur vom letzten Wert S;_; ab.

Insbesondere gilt fir den bedingten Erwartungswert

E(Si|S;, j < i) = E(Si|S;i-1)

Diese Eigenschaft wird Markov-Eigenschaft genannt.

Wenn S;_; eine Zufallsvariable ist, dann héngt E(S;|S;_1) von deren
Realisation s;_; ab. E(S;|S;_1) ist also eine Funktion von S;_; und
selbst wieder eine Zufallsvariable.
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Martingal-Eigenschaft

Wenn der Drift u = 0 ist, so gilt fir unseren Prozess:
E(Si:1]S) = B(Si+Si0Ziq Vét)
= E(S)) +0 VOtE(S) E(Ziy1)
= E(S)

D.h., der bedingte Erwartungswert von S; 1, gegeben der letzte Wert
S;, ist gleich dem Erwartungswert des letzten Wertes.

Diese Eigenschaft wird die Martingal-Eigenschaft eines Prozesses
genannt.

Sie spielt in der Theorie zur Bewertung von Derivaten in
arbitragefreien Markten eine wichtige Rolle.
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Kapitel 11

Stochastisches Integral
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Lernziele

@ Wiener Prozess und Brownsche Bewegung
@ Stochastisches Integral

@ Stochastische Differentialgleichung

@ Itd’'s Lemma

@ rrxDaumen-Regeln
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Ein Binomialprozess

Wir werfen innerhalb einer Periode der Léange T eine Miinze N mal:
Bei Zahl erhalten wir /T /N €, bei Kopf mussen wir /T/N €
zahlen.

Unser Gewinn/Verlust R; ist eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert E(R;) = 0 und Varianz V(R;) = T/N.

Unser Guthaben zum Zeitpunkt ¢ (nach n Zeitschritten) betragt
n
W(t)=W,=) 'R, (t=nT/N)
i=1

und ist ebenfalls eine Zufallsvariable mit
Erwartungswert E[W(t)] = 0 und Varianz V[W(t)] = nT/N = t.

Es gilt fur ty < tq:

E[W(t1) —W(to)] =0 und V[W(t1) —W(t)] = t1 —to

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — XI — Stochastisches Integral — 3 /20

Ein Binomialprozess

05

0.0

00 05 10 15
00 05 10 15
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Wiener Prozess und Brownsche Bewegung

Der Grenzprozess W(t) fur N — oo hat folgende Eigenschaften:

@ W(t) ist stetig. (Aber nirgends differenzierbar!)
@ Die Anderung W(t1) — W(tp) ist unabhangig von W(ty).
@ W(¢#) erfillt die Markov-Eigenschaft.
@ W(t) — W(ty) (fur ty < t1) ist normalverteilt mit
o Erwartungswert E[W(t;) — W(tp)] = 0und

@ Varianz VIW(t;) — W(tg)] = t1 — fo.

Dieser Prozess heil3t Wiener Prozess .

Der Prozess X(t) = pt + cW(t) heif3t Brownsche Bewegung
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Das Riemann-Integral

Integrale kdnnen mit Hilfe von Riemann-Summen berechnet werden:

/g dt—hngTl ti—ti1)

mit ¢; = %T und T; € (ti—lrti) .
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Das Riemann-Stieltjes-Integral

Der Erwartungswert E[g(X)] einer Funktion g einer Zufallsvariable X
mit Dichte f und Verteilungsfunktion F ist

b b
- / g(x) f(x) dx = / §(x) dF(x)

Wir fassen hier dF (x) = f(x)dx als Differential von F auf.

Das Integral [ ¢(x)dF(x) wird als Riemann-Stieltjes-Integral
bezeichnet.

[ stw1aeco = im $ e - Fo)

mit x; = a + %(b —a)und §; € (xi_1,%;).

Die Lange des Intervalls (x;_1,x;) wird dabei mit F ,gewichtet".
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Riemann-Integral und Differential

Fur den deterministischen Prozess gilt
aX(t) = pdt

Man kann das als ,Kurzform“ des Integrals interpretieren

T T
X(T) =Xy +/ dX(t) = Xo +/ udt
0 0

Wir erweitern die deterministische Differentialgleichung um einen
stochastischen Term:

dX(t) = pdt + o dW(t)

Was bedeuted das ?
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Stochastisches Integral

T n
X(T) =X [ FO)AW(0) = X lim 3 Ft-0) (W(E) ~ W)
i=1

mit ¢; = %T heif3t das stochastische Integral  (Itd Integral ) von f.

Achtung: Die Funktion f wird immer am Anfang des Intervalls
(ti_1,t;) ausgewertet (d.h., links).

Als ,Kurzform* verwenden wir
dX(t) = f(t)dW(t)

Diese Darstellung wird in Anlehnung an gewohnliche Differential-
gleichungen auch als stochastische Differentialgleichung
bezeichnet.
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Stochastisches Integral

Der Wiener Prozess W(t) ist fur alle ¢t eine Zufallsvariable.
Daher ist auch

Y F(tia) (W(E) — W(t)
i=1

und somit auch der Grenzwert

T
x(m) = [ feyawe)
eine Zufallsvariable.

Das Integral ist eindeutig definiert im Sinne der quadratischen
Konvergenz bei n — oo: Der Erwartungswert des
Abweichungsquadrats strebt gegen O.

2
E (X(T) =Y f(tia) (W(H) - W(ti1))> —0

i=1
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[t6's Lemma

Wie berechnet man [ f(W)dW(t) ? z.B. [ WdW =?

Sei 6t sehr klein, und sei h = % Taylor-Formel:

fW(t+h)) = F(W(H))
=f/(W()) (W(t+h) = W) + 3 (W(H)) (W(E+h) = W(H)* + ...

Das gilt aber fur jedes Interval [t + (j — 1)k, t + jh]:

FOW(t +jh)) —f(W(t+ (G —1)h))
=f'(W(t+ (j— 1)) (W(t + jh) = W(t + (j — 1)h))
+ (Wt + (= Dh)(W(t +jh) = W(t+ (j— Dh)*+ ...
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[t6’'s Lemma /(2)

Daraus folgt (unter Verwendung von " (W(t)) =~ f"(W(t + (j — 1)h)))

= if’(W(t + (= Dh) (W(t +jh) = W(t+ (= 1Dh))
]
+3 if”(W(f + (= Dh)) (Wt +jh) = W(t+ (= Dh)* + ...

Linke Seite der Gleichung:

n

Y fOW(t+jh)) = f(W(E+ (G = 1)h))

j=1

= f(W(t +nh)) = f(W(#)) = f(W(t+6t)) — F(W(H))
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Rechte Seite, 1. Term (per Definition des stochastischen Integrals):

Y F W+ GG — D)R)) (W(E + j) — W(E+ (G — 1)h)
=1
: t+ot

~ [ W) AW(r) firk — 0

Rechte Seite, 2. Term (quadratischen Konvergenz):
(W(t+jh) — W(t+ (j —1)h))? durch
E[(W(t+jh) —W(t+ (j—1)h)?] =h= %

3 2SN+ (= DR) (W(E+ jl) = W(E+ (= 1)h)?
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[t6's Lemma

Insgesamt (alle anderen Terme verschwinden im Grenzubergang)

t+ot t+ot
fW(E+0t)) = f(W(H) = fW(T)dW(T) + 3 f'(W(r))dr

t t

Durch Zusammenfuigen vieler kleiner Intervalle (¢, t 4 6t)

T T
FONV(T)) =f(W(0))+/0 f’(W(t))dW(tH%/o fI(W(t))dt
Itd’s Lemma in ,Kurzform*:

df =f'(W)dW + 1 f"(W) dt J
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It6’s Lemma und Taylor-Formel  /Kurzversion

Sei f eine Funktion der Brownschen Bewegung W. Nehmen wir an,
dW ware eine ,unendlich* kleine Anderung von W(t) und wir durften
ganz naiv die Taylor-Formel verwenden:

df = fW +dW) = f(W) = f (W) dW + 3 f" (W) (dW)?
Man kann beweisen, dass E(fot(dW)z) = t. Daher kdnnten wir schreiben

(AW)? = dt |

Wir erhalten dadurch 1t6’s Formel
df =f' (W)dW + 1" (W) dt

Leider ist diese Vorgangsweise falsch , da W nicht differenzierbar ist!
(Funktioniert aber als 7t x Daumen-Regel Uberaschend oft.)
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Beispiel

Sei f(W) = W2 und W(0) = 0. Dann ist
f'=2W und f’=2
Aus Itd’s Lemma folgt
df =2WdW + dt

bzw.
T T T
W2 = F(W) :f(0)+/ 2de+%/ 2dt:/ QW AW + T
0 0 0
und daher gilt
T
/OWdW=%(W2(T)—T)
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It6’s Lemma fur Brownsche Bewegungen

Wir definieren eine allgemeine Brownsche Bewegung X durch
dX = a(X)dt + b(X) dW. Sei f(X) eine Funktion von X. Dann ist

df = f/(X)dX + 30 f"(X) dt J

Die Terme dieser Gleichung hangen oft noch direkt von der Zeit ¢ ab:
dX =a(X,t)dt + b(X,t)dW

Dann gilt fir eine Funktion f (X, t):

df = Gt + gpdX + W2 2L at )
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Beispiel / Brownsche Bewegung mit Drift

dS = udt+odW
ist die ,Kurzform“ fur

T T
S(T)=5(0) + | ydt+/0 o dW
= S(0) + uT + o (W(T) — W(0))

Es gilt:
T .
/O an = lim 2 W(ELT)]
- gggo[ww) ~WO)]
= W(T) - W(0)
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Beispiel / Modell fiir Aktienkurs — geometrische Brownsche Bewegung

Unser Modell fiir Aktienkurse lautet
dS=uSdt+ocSdW
[t0's Lemma mit f(S) = log S ergibt (a(S) = u S, b(S) = S)

df =f/(S)dS + Yo?S*f"(S) dt

i (ySdtJrUSdW) lo?at
(- Lo?)dt + o dW

bzw.
log S(T) = 1og S(0) + (4 — 30*)T + o(W(T) — W(0))

D.h., der logarithmierte Aktienkurs ist eine Brownsche Bewegung mit
Drift (4 — 30) und Volatilitét .
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Wilmott's 7t x Daumen-Regeln fir Dummies
@ Stochastische Differentialgleichungen sind eine Art Vorschrift
zum Erzeugen eines Zufallspfades.

@ Jede Funktion eines Zufallspfades ist selbst wieder ein
Zufallspfad.

@ Zum Berechnen verwenden wir die Taylor-Formel.
@ Dabei behalten wir nur Terme mit df und dW (,= Vdt").

@ (dW)? wird durch dt (= E(dW?)) ersetzt.

Achtung!

Die Ergebnisse dieser 7t X Daumen-Regeln missen
selbstverstandlich immer mit ,harter* Mathematik (von einem
Mathematiker) verifiziert werden!
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Kapitel 12

Das Black-Scholes Modell
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Lernziele

@ Delta-Hedging
@ Black-Scholes Gleichung

@ Black-Scholes Formel
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Delta-Hedging

Wir legen ein Portfolio an, bestehend aus einer long-Position in einer
Option und einer short-Position von A Einheiten im
zugrundeliegenden Papier. Wert des Portfolios:

IT=V(S,t) —AS

Der Wert V (S, t) der Option (bei vorgegebenem E, r und T) hangt
vom Wert des Papiers S(t) und der Zeitspanne (T — t) ab.

Wir nehmen an, dass der Kurs des zugrunde liegenden Papiers
einem lognormalen Random Walk gehorcht:
(geometrische Brownsche Bewegung)

dS = uSdt + oS dW

Wie andert sich der Wert des Portfolios ?

dll =dV — AdS
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Delta-Hedging /)
Nach dem Tto-Lemma gilt
_ cl4 1 2
dv = = -dt + —dS + 1078 a—szdt
und somit
dll = = -dt + —=dS + 3075 aszdt AdS
oV ,02V oV
_(at SaSZ>dt (as )ds
deterministisch stochastisch

Im risikolosem Portfolio ist die stochastische Komponente gleich Null:

v —
G —A=0
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Delta-Hedging /@)
Im risikolosen Portfolio muss gelten:

oV
=1

V(S(t),t) und damit %—‘S/ andert sich mit . Im risikolosem Portfolio
muss daher der Anteil A standig angepasst (rebalance) werden
(dynamisches Hedgen ).

Fur die Anderung des Wertes des risikolosen Portfolios gilt

(v 1223\/
dH(at S5 ) dt

Wegen der Arbitragefreiheit muss diese Anderung gleich der
risikolosen Rate r sein:
dll = rIldt
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Die Black-Scholes Gleichung

In einem risikfreiem Portfolio gilt

AV | 5,V B - 14
(E—i—zosﬁ dt =rIldt=rV rSaS dt

Dies gilt fur alle (infinitesimal kleinen) Zeitschritte. Wir erhalten daher
die sogenannte Black-Scholes (Differential-) Gleichung

v, 107S

o +rS—=—-rV=0

22V GV
95z 735

Das ist eine sogenannte lineare parabolische partielle
Differentialgleichung (2. Ordnung) — Diffusionsgleichung.

Zur L8sung bendtigen wir ausserdem den Endwert, i.e., den Wert der
Option am Auszahlungstag.
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Vorraussetzungen fur das Black-Scholes Modell

@ Der Kurs des zugrundeliegenden Papiers ist lognormal verteilt.

Die risikolose Rate ist eine bekannte Funktion der Zeit.

Es werden keine Dividenden ausbezahlt.

Delta-Hedging erfolgt standig.

Es gibt keine Transaktionskosten

@ Keine Arbitragemadglichkeiten
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Erwartungswert im Black-Scholes Modell

Der faire Preis einer Option ist der Zeitwert der erwarteten
Auszahlung zur Félligkeit unter einem risikoneutralen  geometrischen
Random Walk:

dS =rSdt+ oSdW

Fur den Preis einer (europaische) Call-Option gilt daher

V() = ¢"""E[max(S(T) — E,0)] |
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Die Black-Scholes Formel

Fur der Wert der Call-Option erhélt man:
(nach einer langen Rechnung)

V(t) = S®(dy) — Ee " T-Dd(dy)

_ log(S/E) + (r+30%)(T - 1)

a oVT —t
L log(S/B) + (r— Jo)(T -1
2 oVT — ¢

d(x) ist die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung.

S = 5(¢) ist der Wert des zugrundliegenden Papiers heute.
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