Kapitel 6

Basiswerkzeuge
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Lernziele

@ Beschreiben von Zeitreihen

@ Graphische Darstellungen

@ Univariate und bivariate Maf3zahlen
@ Transformationen von Zeitreihen

@ Mal3zahlen fir die Prognosegite
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Zeitreihen-Plot

Zeitpfad wird visualisiert: Muster und Charakteristika
werden meist sichtbar:
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Muster

Wir kdnnen vier Muster unterscheiden:

@ Horizontales Muster .
Daten fluktuieren um ein konstantes Mittel.
z.B.: Renditen, Bierproduktion

@ Saisonales Muster .
Saisonbehaftete Daten, fluktuieren mit fixer Periodizitat.
z.B.: Stromverbrauch, Speiseeisproduktion

@ Zyklisches Muster .
Daten fluktuieren in Zyklen unregelmafiger Lange und
Amplitude.
z.B.: Konjunkturzyklen

@ Trend.
Daten steigen oder fallen tber eine langere Periode.
z.B.: BIP-real, Stromproduktion
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Uberlagerung der Strukturen

@ Ausgepragte Strukturen machen die Wahl eines geeigneten
Modells leicht.

@ In kurzen Reihen sind einzelne Muster nicht zuverlassig
erkennbar.

@ Die Unterscheidung zwischen Trend und langen Zyklen ist
allgemein ein schwieriges Problem.

@ Zyklen, die kurz im Verhaltnis zu Frequenz der Beobachtungen
liegen sind schwer zu erkennen
(oder erzeugen Scheinperiodizitaten).
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Saisonale Plots

Saisonale Plots zeigen die Daten fir einzelne ,Saisonen
(hier Monate).

Monatliche Bierproduktion in Australien
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Histogramm

Das Histogramm dient zur graphischen Beschreibung der Verteilung
einer Variablen.
Nur sinnvoll bei horizontalem Muster (stationarer Struktur).
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Streudiagramm ( scatter plot)

Im Streudiagramm werden zwei Variable werden gegeneinander
aufgetragen (Punktwolke).

Es erlaubt Korrelationen abzuschétzen.
(Korrelations-/Regressionsanalyse)
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Univariate Mafl3zahlen

MaRzahlen fir Zeitreihen {y;}, t =1,...,T.

o Mittelwert 7T=1Lu

@ Median Me = ,mittlerer Wert"

9 mittlerer MAD = 1Y |y — ¥
absoluter Abstand

@ mittlerer MSD = L ¥ (y: — 7)?
guadratischer Abstand

@ Varianz 7= 77 Ly — 7)?

@ Standardabweichung sy = Vsl = /755 Ly — )2

Summation tberallet=1,...,T.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VI — Basiswerkzeuge — 9/29




Bivariate Mal3zahlen

Zwei Zeitreinen {x;} und {y;},t=1,...,T.

@ Kovarianz Covxy = % Z(Xt — i)(yt - 9)

. _ Covy Y —X) (v —Y)
@ Korrelation Txy = Sv Sy - \/Z(xt — 5()2 \/2(% _ y)z

Der Korrelationskoeffizient liegt immer zwischen —1 und 1:

—1<ry <1

Wir verwenden hier die Stichprobenvarianz bzw. -kovarianz.
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Autokorrelation

Die Autokorrelation k-ter Ordnung misst die Korrelation zwischen
Werten einer Reihe, die k Perioden voneinander entfernt sind:

Tk

_ YW =Dk — )
Yy —9)?

Die Werte y;_ und y; sind k Perioden voneinander entfernt. Wir
sagen y;_ ist der Wert von y; um k Perioden verzogert .

Durch Zusammenfassen der Autokorrelationen der Ordnung
0,1,2,3,... erhdlt man die Autokorrelationsfunktion  oder das

Korrelogramm :rg =1,11,7,73,....

Nur sinnvoll fiir stationére Zeitreihen (horizontales Muster).
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Autokorrelation erster Ordnung fir die Australische Bierproduktion:

oL @ O (4) ) (6) (1)

t vi i -9 Wea-u -9 W—§):
)

1 164 — 14.70 — 215.99 —
2 148 164 -1.30 14.70 1.70 -19.16
3 152 148 2.70 -1.30 7.27 -3.51
4 144 152 -5.30 2.70 28.13 -14.30
55 119 130 -30.30 -19.30 918.31 584.97
56 153 119 3.70 -30.30 13.66 -112.01
2. 8361 21135.84 8893.51

T =56, 7 = 8361/56 = 149.30,

_ LoD Wiay) 889351 _
- zztil(yt*;); = 21135.84 — 0.421

"
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Korrelogramm

Korrelogramm der australischen Bierproduktion
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Stationarer Prozess

Ein stationarer Prozess hat konstanten
@ Erwartungswert E(y)) = fir alle t
@ Varianz Viy) =0 fur alle ¢
® Autokovarianzen  Cov(y, yix) = y(k) fur alle t

® Autokorrelationen  px = (k) /(0) fur alle ¢
Der Zeitreihenplot eines stationaren Prozesses hat:
@ horizontaler Verlauf des Mittels,
@ Streuung um Mittel gleichmaRig tber die Zeit.
Die Autokorrelationsfunktion eines stationéren Prozesses

@ geht geometrisch gegen Null,
@ macht saisonale Muster sichtbar.
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Interpretation von ry

In der Regressionsanalyse wird ein lineares Modell betrachtet:
ye=a+bxi+e

Die Methode der kleinsten Quadrate liefert die Schatzer

o~

D %Zx'y) :Corr(x,y)s—y und @ =y—bx
S Sx

Im Fall x; = y;_ gilt 0 = ¢y, und Corr(x,y) = r; und somit

Yt =a+ PrYi—k + €t J

Diese Regression macht Sinn, und y;_ kann zur Prognose y;
verwendet werden.
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Ziel der Transformation

Reihen kdnnen mit Standardverfahren modelliert werden, wenn sie
@ einen linearen Trend, oder
@ konstantes Mittel und
@ konstante Varianz

besitzen.

Exponentielles Wachstum ist nicht linear kann aber durch
Logarithmierung linearisiert werden:

xr = log(yt)

(log ist hier der natirliche Logarithmus.)

z.B.: Aktienindizes, reales BIP
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Varianzstabilisierung

Allgemeiner als Logarithmierung ist die Box-Cox Transformation

-y} fiurp <0
i< =1 log(y) furp=0
y,  furp>0

Steigt (selten fallt) die Varianz einer Reihe mit steigendem Mittel, so
kann eine konstante Varianz durch die geeignete Wahl von p erreicht
werden (Varianzstabilisierung ). Rucktransformation:

(—yP)" furp <0
yi =1 exp(yf) firp=0
(yPC), " firp >0
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Varianzstabilisierung /(2

Bedeutung des Parameters p:

@ p > 1: Die Varianz fiir grof3e Werte wird groRer.

@ p = 1: Reihe bleibt unverandert.

® p < 1: Die Varianz fir groRe Werte wird kleiner.

@ p = 0: Geeignete Transformation fiir exponentielles Wachstum.

@ p < 0: Die Varianz fir grolRe Werte wird noch stéarker reduziert.
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Prognose

Das Prognoseproblem lautet:

Wir beobachten Daten y;, i = 1,...,t, und wollen wissen, wie sich
die Reihe in der Zukunft, ;, fir die Zeitpunkte j = (t + 1), (t +2),...
entwickelt.

Allgemein unterscheidet man
@ Punkt- und
@ Intervallprognose .

Ahnlich wie Punkt- und Intervallschatzer.
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Naive Prognose

Der letzte Wert wird als Prognose verwendet:
Yir1 = Yt J

z.B.: Wenn der Bierabsatz in der letzten Jahr 80 Ml betragen hat,
dann prognostizieren wir fiir heuer ebenfalls 80 Ml.

Saisonale Effekte kobnnen dabei beriicksichtig werden:

Vi1 = Ye—it1 J

wobei i die Lange der Periode ist.

z.B.: Wenn der Bierabsatz im August des letzten Jahres 60 M
betragen hat, dann prognostizieren wir fir den heuerigen August
ebenfalls 60 Ml.
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Einfache Prognosen

Angenommen unsere Reihe weist

@ ein horizontales Muster auf:
Das Mittel der Reihe wird fortgeschrieben:

Yir1 =1 J
@ einen linearen Trend auf:

Der Trend wird zur Prognose fortgeschrieben:

P =a+b(t+1) |

7 und b sind die Schatzer fiir das lineare Modell yi=a+bt+e.
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T-Schritt Prognose und Prognosefehler
Die Prognose fir T Schritte in die Zukunft heif3t T-Schritt Prognose :
Yerr
Der Prognosefehler furt (t=1,2,...)ist

it = Yirr — Vet J
Y+ Sind die zukinftigen, noch nicht beobachteten Werte.

Ziel ist es , den Prognosefehler so klein wie mdglich zu machen.

Josef Leydold (© 2006 Mathematische Methoden — VI — Basiswerkzeuge — 22/29

in-sample | out-of-sample Prognose
Wir unterscheiden:

® in-sample Prognose (ex post) :
Ein Modell wird fur t = 1, ..., T geschatzt. Fur die Zeitpunkte der
Schatzperiode (i.e. 1 <t < T) werden Prognosen berechnet.

® out-of-sample Prognose (ex ante) :
Die Prognose wird fur Zeiten auRerhalb der Schatzperiode
berechnet. zB.furT+ 7, 7=1,2,...

Out-of-sample Prognosen werden oft so durchgefiihrt, daB die
Lange der Schazperiode festgehalten wird, und diese Periode
Uiber die Zeit hinweg verschoben wird (moving window).

Der Prognosehorizont (z.B. 5-Schritt Prognose) wird
festgehalten und mit der Prognoseperiode mitbewegt.
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Prognoseintervall

Sind die Fehler €; bzw. e; normalverteilt, so kann man auch
Prognoseintervalle angeben.

95% Prognoseintervall:
[Yesr —1.960,(T), Yesr +1.960,(7T) | )
0,(7) ist die Standardabweichung des t-Schritt Prognosefehlers.

Wie man diese bestimmt, weden wir spéater sehen.
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Mal3e fir die Prognosegiite

@ Mittlerer Fehler, Mean Error, ME
misst den Bias (Verzerrheit) einer k-Schritt Prognose:

j=1

1 k
_%ZJ/H} ]/t+] J

@ Mittlere Fehlerquadrate, Mean Square Error, MSE
misst Bias? + Fehlervarianz:

1k
MSE = r Z Yi+j — Yess) J
j=1

Der MSE ist analog zur Fehlerquadratsumme konstruiert.
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Mal3e fir die Prognosegite /(2

@ Root Mean Square Error, RMSE
analog zur Standardstandardabweichung:

RMSE = vMSE J

@ Mittlerer absoluter Fehler, Mean Absolute Error, MAE
misst die absoluten Abweichungen (nicht die quadrierten).

—_

k
MAE = A Z |]/t+j - yt+j|
j=1
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Male fir die Prognosegite /(3)

Alle vier Kriterien kénnen auch als relative Fehler (Percent Error)
definiert werden.

@ Mean Absolute Percent Error, MAPE

k
MAPE = 2

Yivj — Yt Yesj
Yi+j

|

Hier wird der Fehler in Relation zum realisierten Wert gesetzt.
,GroRe* Fehler bei ,groRen* y;-Werten werden geauso bewertet wie
.Kleine* Fehler bei ,kleinen* Realisationen.

Relative Fehler sind nur sinnvoll, wenn die verwendete Skal a
einen sinnvollen Nullpunkt hat.
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Mal3e fir die Prognosegite /(@)

Wenn ein Modell fir mehrere Reihen, yii), i=1,...,nauf dessen
Prognoseglite Uberpriift werden sollen, halt man die Schrittlange k

fest und mittelt Uber die Werte yﬁfﬁk i=1,...,n,zB.:

i=1

1& @ 0\
MsE = -3 (v -7 J

Beispiele:

@ Der datengenerierende Prozess ist bekannt oder vorgegeben.
Mittels Simulation werden klnstliche Datensétze generiert und
die Prognosen aus den ausgewdahlten Modellen getestet.

@ Die Modelle sollen fiir eine Vielzahl von Datensatzen eingesetzt
werden.
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Theil's U-Statistik

Theil's U-Statistik vergleicht die verwendete Methode mit der Gite
der naiven Methode.

Zkfl Yerjl—Yrajr1 2
=1 Yt

g1 (Vs i)
j=1 Y

Interpretation:
@ U = 1: die naive Methode ist genauso gut.

@ U < 1: die gewahlte Prognosetechnik ist besser als die naive
Methode.

@ U > 1: die naive Methode produziert bessere Prognosen.
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