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Funktionen in mehreren Variablen

1. Gegeben ist die Nutzenfunktion U eines Haushalts beziiglich zweier komplemen-
téarer Giiter, Gut 1 und Gut 2 (z.B. linker Schuh und rechter Schuh eines Paars).
Skizzieren Sie das Funktionen-(Nutzen-)gebirge und zeichnen Sie die Hohenlinien
(Tsonutzenlinien) fiir U=Uy =1 und U = Uy =2 ein.

U(x1,%x2) = /min(x1,x2), x71,%x2 >0.

Hinweis: min(x1,x2) ist definiert als der kleinere der beiden Werte von x; und
x2. Z.B.: min(1,2) = 1.

Probieren Sie z.B. die Paare (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), ..., (1,1), (1,2), (2,1),
(1,3), ..., (2,2), (2,3), (3,2), (2,4), ...

2. Berechnen Sie die ersten und zweiten partiellen Ableitungen der folgenden Funk-
tionen an der Stelle (1,1):

(@) fxy)l=x+y  (b) flx,y) =xy (c) flx,y) =x*+y?
@) fx,y)=x"y*  (e) flxy)=x"yP, o,p>0
Wie lauten Gradient und Hesse-Matrix an der Stelle (1,1)?

3. Berechnen Sie die stationdren Punkte folgender Funktionen und stellen Sie mit
Hilfe der Hesse-Matrix fest, ob es sich dabei um (lokale) Maxima, Minima oder
Sattelpunkte handelt.

(a) f(x,y) = —x*+xy +y?
(b) f(x,y) =LIn(x)—y? +1
(c) f(x,y) =100(y —x*)% + (1 —x)?

4. Gegeben ist die Funktion
f(x1,%x2) =3%x1 +4x; —e*' —e*2
Berechnen Sie die lokalen und globalen Extrema der Funktion.
5. Berechnen Sie alle stationdren Punkte der Funktion
flx1,%2,%3) = (] = x1) %2 +3

Stellen Sie fest ob es sich dabei um lokale Maxima, Minima oder Sattelpunkte
handelt.

6. (Preisdiskiminierung)
Angenommen eine monopolistische Firma produziert ein Gut und beliefert drei
Markte. Die Nachfragefunktionen in diesen Mirkten seien

p1:63—4q1, p2:105—5q2 und p3:75—6q3.

Dabei ist p; der Preis und q; die abgesetzte Menge im Markt i. Der Gesamtum-
satz R der Firma ergibt sich aus den drei Einzelumsétzen:

R=Ri+R2+R3=p1a1+p2d2+p34as.
Die Produktionskosten C seien unabhingig vom jeweiligen Markt:
C=20+15q =20+ 15(q1 + q2 + q3).

Die Firma mochte ihren Gewinn R — C maximieren. Berechnen Sie die optimale
Gesamtproduktion und den Umsatz in den einzelnen Méarkten.
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7. Gesucht sind die (lokalen) Extrema von f(x,y) = x?y unter der Nebenbedingung
x+y =3
(a) Losen Sie das Optimierungsproblem graphisch.
(b) Berechnen Sie die stationaren Punkte.

(c) Stellen Sie mit Hilfe der gerdnderten Hesse-Matrix fest, ob es sich dabei
um Maxima oder Minima handelt.

8. Ein Haushalt mochte fiir ein bestimmtes Nutzenniveau, U = Uy , seine Ausgaben
11
E minimieren. Es sei U = Uy =1 =x{x5 und E =4x; + x,. Berechnen Sie die
optimale Konsumkombination der Giitermengen x; und x;. Wie dndern sich die
Ausgaben beziiglich des Nutzenniveaus?
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Kovarianz und Korrelation

9. Gegeben seien die Zufallsvariablen X und Y, mit Erwartungswerten bzw. Vari-
anzen E(X) =1, V(X) =2, E(Y) =3 und V(Y) = 2. X und Y seien unkorreliert.
Berechnen Sie E(Z) und V(Z) fiir

(a) Z=34+2X+Y,(b) Z=X+Y, (c) Z=X—Y.

10. Gegeben sind die unkorrelierten Zufallsvariablen Z¢, t = 1,...,T, mit Erwar-
tungswert E(Z;) = 0 und Varianz V(Z) = o?. Berechnen Sie E(ZL1 Z¢) und
VIE (o Z):

11. Gegeben sind die unkorrelierten Zufallsvariablen Y, t = 1,..., T, mit Erwar-
tungswert E(Y,) = 0.5 und Varianz V(Z,) = o?. Berechnen Sie E(ZL] Y:) und
VIZ i e,

12. Gegeben seien die Zufallsvariablen X und Y, mit Erwartungswerten bzw. Vari-
anzen E(X) =1, V(X) =2, E(Y) =3, V(Y) =2 und Cov(X,Y) = 1.
(a) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten Corr(X,Y).
(b) Berechnen Sie E(Z) und V(Z) fiir
(i) Z=3+2X+Y, (i) Z=X+Y, (iii) Z=X-Y.
13. Gegeben seien die Zufallsvariablen X und Y, mit Erwartungswerten bzw. Vari-
anzen E(X) =1, V(X) =2, E(Y) =3, V(Y) = 2, sowie
(1) Corr(X,Y) =—1, (2) Corr(X,Y) =0, und (3) Corr(X,Y) =1.
Berechnen Sie fiir (1)—(3)
(a) die Kovarianz Cov(X,Y).,
(b) die Varianzen fiir
(i) Z=3+2X+Y, (i) Z=X+Y, (ili) Z=X-Y.
14. Wie Aufgabe 13 aber mit V(Y) =4.

15. Gegeben sind die Renditen R; dreier Wertpapiere mit folgenden Erwartungswer-
ten und (Ko-) Varianzen: E(Ry) = 0.1, E(Rz) = 12, E(R3) = 0.08; V(Ry) =
0.09, V(Rz) = 0.16, V(R3) = 0.25; Cov(Rq,R2) = 0.01, Cov(Rq,R3) = 0.02
und Cov(Rz,R3) = —0.03. Stellen Sie insgesamt vier Kombinationen der Form
P = aRi + (1 — )Rj bzw. P = a1 Ry + 2R + (1 — &1 — ®2)R3 zusammen indem
Sie geeignete Werte fiir « bzw. «; und o« wihlen.

(a) Berechnen Sie fiir jedes P Threr Wahl Erwartungswert E(P) und Varianz
V(P).
(b) Nach welchen Kriterien beurteilen Sie die Kombinationen.

(c) Welcher Kombination wiirden Sie den Vorzug geben.
16. Wir beziehen uns auf die Angabe in Aufgabe 15
(a
(b
(c
(d

) Berechnen Sie die einzelnen Korrelationskoeffizienten. Wie grof ist Corr(Ry, Ry)?
) Geben Sie die Kovarianzmatrix X an.

) Berechnen Sie die Korrelationsmatrix durchg Matrixoperationen.

) Berechnen Sie die Varianzen der Kombinationen bestehend aus Ry, Rz und

R3 {iber a’Xa, mit a = (&7, 02, (1 — o1 — x2))’.

17. Berechnen Sie die optimale Kombination von Ry und R, in Aufgabe 15.
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Portfolio Management

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Gegeben sind die Renditen dreier Wertpapiere. E(Ry) = 0.10, E(R2) = 0.12,
E(R3) = 0.08, V(R;) = 0.09, V(Rz) = 0.16, V(R3) = 0.25, Cov(Ry,R3) = 0.01,
Cov(R1,R3) = 0.02, und Cov(R3, R3) = —0.03. Wir stellen ein Portfolio der Form
P = 1Ry + 2Ry + (1 — 1 — )Rz zusammen. Suchen Sie das Minimum-Varianz-
Portfolio unter allen Portfolios mit E(P) = 0.11. Thr Optimierungsproblem lautet

min  V(P)

X1,X2,K3

3
NB: > a=1, E(P)=0.11
i=1

Die erste Nebenbedingung wurde durch oz = (1—a1 —a2) schon beruecksichtigt.

Gegeben sind die Renditen Ry und Ry mit E(Ry) =0.10, E(Rz) =0.12, V(Ry) =
0.09, V(R;) = 0.16. Berechnen Sie das optimale Portfolio unter
(a) Corr(Ry,Rz) =—1
(b) Corr(Ry,Rz) =0,
(¢c) Corr(Ry,Rz) =1.
Gegeben sind die Renditen Ry und R, mit E(Ry) = 0.08, E(R2) =0.12, V(R;) =
0.09, V(R2) = 0.16, und Cov(Ry,Rz) = 0.01. Zeichnen Sie die efficient frontier
im p-o-Diagramm.
(Werten Sie E(P) und V(P) fiir verschiedene a-Werte aus und tragen Sie die
Paare (1/V(P),E(P)) ins Koordinatensystem ein.)

Zeichnen Sie in Aufgabe 20 die Kapitalmarktlinie ein. Der risikolose Zinssatz sei
T = 0.06.

Waihlen Sie nach dem Kriterium des maximalen Sharpe ratio das beste Portfolio
auf der efficient frontier in Aufgabe 20.

Gegeben ist die Beziehung R; = o + iRm + €; aus dem CAPM. Interpretieren
Sie verschiedene Werte fiir 3;.

(a) Bi = —0.5, (b) Bi =0, (¢) Bi =05, (d) i =1, (e) B =1.2.
Gegeben ist die Beziehung Ry = «; + BiRm + €; aus dem CAPM. Interpretieren
Sie verschiedene Werte fiir «;.

(a) gy = —0.5, (b) a4 =0, (¢) &y = 0.5, (d) oy =1+ Bir, mit dem risikofreien
Zinssatz .
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Daten

25. Unter Daten fiir die Lehrveranstaltung (http://stati sti k. wi-w en. ac.
at /1 v/ AMS/ ) finden sie den Nelson/Plosser Datensatz, NELPLOSSER, fiir die
USA. (Nelson and Plosser(1982) Journal of Monetary Economics 10, 139-162)

Label Bezeichnung Transformation
Irea _gnp reales Bruttonationalprodukt logarithmiert
lnom gnp | nominales Bruttonationalprodukt logarithmiert
Imoney Geldmenge logarithmiert
lwages Lohne logarithmiert
lvelocit Umlaufgeschwindigkeit des Geldes logarithmiert
lunmploy Arbeitslosenrate logarithmiert
1sp500 S&P500 logarithmiert
Ire  wage Reallohn logarithmiert
lind prod | Industrieproduktion logarithmiert
lgnpdef Deflator des GNP logarithmiert
lgnp _pcap | GNP per capita (pro Kopf) logarithmiert
lemploy unselbstandig Beschiftigte logarithmiert
lepi Verbraucherpreisindex logarithmiert
interes Zinssatz fiir festverzinsliche Staatspapiere

(a) Diskutieren sie die flow- und stock-Eigenschaften der Variablen.
(b) Uberpriifen sie Reallohn — Nominallohn / Verbraucherpreisindex.

(c) Berechnen sie den Deflator aus nominellem und realem GNP.
Bemerkung: Der hier abgespeicherte Deflator des GNP wurde separat er-
hoben und passt hier nicht zum realen und nominellen Wert des GNP.

26. Tm PKWat -Datensatz befindet sich die Variable PKW-Bestand (Bestand) in Oster-
reich. Interpretieren sie die jdhrliche Verdnderung des Bestands: PKW—PKW,_;.

27. Gegeben sind Preise und Mengen fiir zwei Giiter aus den Jahren 2001 bis 2003.

Jahr Gut 1 Gut 2
Preis Menge | Preis Menge
2001 2 5 4 5
2002 1 10 4 5
2003 1 10 5 4

(a) Berechnen Sie die Preisindices nach Laspeyres und nach Paasche fiir die
Jahre 2001 bis 2003. Als Basisperiode verwenden Sie
(A) 2001 und (B) 2002.

(b) Berechnen Sie die Mengenindices nach Laspeyres und einen nach Paasche
fiir die Jahre 2001 bis 2003. Wihlen Sie dazu eine Basisjahr.

(c) Verketten Sie einen Preisindex aus (a) mit der Basis 2001 mit dem Index
gleicher Konstruktion aber mit dem Basisjahr 2002. Vergleichen Sie die
Entwicklung der einzelnen Indizes mit dem verketetten.
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Zeitreihenanalyse — Prognose

28.

29.

Starten Sie R, laden Sie die Daten aus el ec. dat , bereiten Sie die Daten visuell
auf. Interpretieren Sie die Zeitreihenplots.

R-Befehle: read. t abl e, ts, print, pl ot.

Die Datei finden Sie auf der Homepage der Lehrveranstaltung
http://statmath. wu- w en. ac. at/ cour ses/ nmwi - fi nmat h/ Auf baukur s/ .

Hinweis: Schauen Sie sich den Inhalt der Datei el ec. dat zuerst an, bevor Sie

die Datei einlesen.

Wie Aufgabe 28 mit den Daten aus
bri cksq. dat, prodc. dat und ustreas. dat .
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Beschreibung von Zeitreihen

30. Betrachten Sie eine regelméfige Sinus-Schwingung mit einer Zyklusldnge von 18
Monaten und tragen auf der Zeitachse die Monate auf. Nun tasten Sie diese
Schwingung mit einer Periodenlénge von einem Jahr (12 Monate) ab. Das Er-
gebnis ist ein scheinbarer Zyklus in der Jahresreihe mit einer Linge von 3 Jahren.
Zeigen Sie diesen Sachverhalt an hand einer Graphik.

31. Zeigen Sie, dass eine starke irreguldre Komponente einen linearen Trend unsicht-
bar machen kann. Erstellen Sie dazu in R eine kiinstliche Zeitreihe mittels

Z <- ts((21:50)*0.01 + 1*rnorn(50)).

r nor merzeugt dabei standard-normalverteilte Zufallsvariable. Was passiert bei
Standardabweichungen der irreguldren Komponente von 0.01, 0.1, 0.5, 1, 2, 5
oder 107

32. Untersuchen Sie die Histogramme von drei der bisher verwendeten Reihen.
(Verwenden Sie die R-Funktion hi st .)

33. Erzeugen Sie fiir die Daten aus beer 2. dat die Streudiagramme (scatter plot)
Yt—1 X Yt und Yyi—12 X y¢. Kommentieren Sie die Ergebnisse.
(Verwenden Sie die R-Funktio | ag. pl ot mit dem optionalen Argument set . | ags=1
bzw. set .| ags=12.)

34. Berechnen Sie die Autokorrelationskoeffizienten erster, vierter und fiinfter Ord-
nung fiir

t | 12 3 45
Yt | -1 1 =1 0 1

35. Erzeugen Sie die Korrelogramme fiir die Daten aus beer 2. dat , el ec. dat , und
sowie den Logarithmus und die Differenzen der um zwolf Monate verschobenen
logarithmierten Daten aus el ec. dat . Analog fiir die Daten f scomaus der Datei
sp500. dat . Kommentieren Sie die Ergebnisse auch in Hinblick auf Stationaritét
bzw. Nichtstationaritdt der Reihen bzw. transformierten Reihen. Kommentieren
Sie Graphen und Korrelogramm.
(Verwenden Sie die R-Funktion acf fiir die Autokorrelationsfunktion und | ag
fiir das verschieben der Zeitreihe. Die Differenz der um 12 Monate verschobenen
logarithmierten Daten erhalten Sie mit | og(el ec) -1 og(l ag(el ec, 12)).)

36. Erzeugen Sie mehrere Realisationen eines White Noise Prozesse (mittels wn <-
rnor m(100) ) und berechnen Sie die Korrelogramme. Beschreiben Sie die Er-
gebnisse auch in Hinblick auf Stationaritit bzw. Nichtstationaritdt der Reihen.
Kommentieren Sie Graphen und Korrelogramm.

37. Wihlen Sie fiir el ec. dat und einer Reihe ihrer Wahl eine geeignete varianz-
stabilisierende Transformation.
Hinweis: Fiir el ec. dat ist der Logarithmus die geeignete Transformation, da
| og(elec) - log(lag(elec,12)) eine konstante Varianz um das (zwar
steigende) Mittel aufweist.
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Saisonbereinigung und Glattung

O/ 38. Geben Sie die Darstellung und Gewichte eines 3x5 MA an.

m 39. Gegeben sind die folgenden Halbjahres Daten:
82, 115, 111, 137, 128, 158, 150, 175, 167, 207, 182, 215.

(a) Glétten Sie die Reihe mittels 2 x 2 MA.

(b) Glétten Sie die Reihe einem gewichteten MA, mit den Gewichten 1/4, 1/2,
1/4. Vergleichen Sie das Ergebnis mit (a).

(c) Eliminieren Sie den Trend.
(d) Berechnen Sie die saisonalen Indizes.

(e) Berechnen Sie die irreguldre Komponente

(Verwenden Sie die additive Zerlegung.)

40. Berechnen Sie den MA 2x4 und den MA 2x12 fiir die SP500 Reihe (aus nel pl osser. dat ).
Vergleichen Sie die beiden Trend-Zyklus Reihen mit der urspriinglichen.

41. Bereinigen Sie die australischen Bierkonsumreihe beer 2 um die Saison.
e Welches Modell verwenden Sie, das additive oder das multiplikative?

e Geben sie die Trend-Zyklus Komponente an.

e Stellen Sie die saisonbereinigte Reihe graphisch dar und vergleichen Sie sie
mit, dem Trend-Zyklus Verlauf.

(Verwenden Sie die R-Funktion deconpose.)
42. Wie Aufgabe 41 fiir die Elektrizitdtsproduktion in Australien (el ec. dat ).
43. Glidtten Sie eine Finanzreihe ihrer Wahl mit SES. Verwenden Sie dabei

(a) selbstgewéhlte o (einmal klein und einmal grof) und
(b) das optimale «, das von R anbietet.
Vergleichen Sie die Graphiken
(Verwenden Sie die R-Funktion Hol t W nt er s mit bet a=0 und ganma=0.)
44. Verwenden Sie das additive Verfahren von Holt fiir
(a) die australische Bierkonsumreihe,
(b) SP500,
(c) die Elektrizitatsproduktion in Australien.

Vergleichen Sie die geschitzten Parameterwerte.
Vergleichen Sie visuell die Anpassung in der Schitzperiode.
Ist die Prognose des Verfahrens plausibel?

(Verwenden Sie die R-Funktion Hol t W nt er s mit gamma=0.)

45. Verwenden Sie das additive Verfahren von Holt-Winters fiir

(a) die australische Bierkonsumreihe,
(b) SP500,

(c) die Elektrizitdtsproduktion in Australien.
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Wie Aufgabe 44.
(Verwenden Sie die R-Funktion Hol t Wnt ers.)

46. Verwenden Sie das multiplikative Verfahren von Holt-Winters fiir
(a) die australische Bierkonsumreihe,
(b) SP500,
(c) die Elektrizitdtsproduktion in Australien.
Wie Aufgabe 44.
(Verwenden Sie die R-Funktion Hol t Wnt ers.)

47. Welches Verfahren ist fiir welche Reihe aus den Aufgaben 44, 45 und 46 am
besten geeignet?

48. Verwenden Sie das multiplikative Verfahren von Holt-Winters fiir die Prognose
fiir das néchste Jahr fiir

(a) die australische Bierkonsumreihe,
(b) SP500,
(c) die Elektrizitdtsproduktion in Australien.

Achten Sie auf die Anzahl der Perioden pro Jahr.
(Verwenden Sie die R-Funktion Hol t W nt er s in Verbindung mit pr edi ct .)
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Stochastisches Modell

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

(a) Gegeben ist eine standardnormalverteilte Zufallsvariable Z, Z ~ N(0,1).
Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz von X = 0.1+ 0.2 Z.

(b) Standardisieren Sie die Zufallsvariable Y mit Erwartungswert E(Y) = 0.1
und Varianz V(Y) = 0.04. Geben Sie Erwartungswert und Varianz der
standardisierten Zufallsvariable an.

Die Rendite R einer Aktie besitze Drift p = 0.1 und Volatilitit o = 0.2. Geben
Sie
(a) die stochastische Differentialgleichung fiir den Kurs S der Aktie an;

(b) eine Approximation fiir die erwartete Halbjahresrendite und die zugehorige
Standardabweichung an;

(c) eine Approximation fiir die erwartete Zweijahresrendite und die zugehorige
Standardabweichung an.

Gegeben sind identisch verteilte und unkorrelierte Zufallsvariable e; ~ N(0, 2),
i=1,...,n. Eine Folge von Zufallsvariablen Xy sei definiert als

"
Xk:XO+Z€i

i=1
wobei Xy eine feste Zahl ist (kein Zufallsvariable). Berechnen Sie Erwartungswert,
Varianz und Standardabweichung von
(a) X07 (b) X17 (C) XZ: (d) X3: (e) Xk-
Der Prozess in Aufgabe 51 heifit Random Walk (in diskreter Zeit) und besitzt

die Rekursionsdarstellung
Xt = th] + €¢ .

Geben Sie Erwartungswert, Varianz und Verteilung der Differenz
Xe —Xe—1 = €4
an.

Starten Sie mit Sp und fithren Sie mit der folgenden Regel zwei fiktive Generie-
rungsschritte fiir den Kurspfad S durch, i.e., So — S und S; — S;. Verwenden
Sie

Si+1 = Sl(] + }l5t+ ()'\/azi),
So =100, u = 0.1, o = 0.05 und 8t = &5 (Z ~ N(0,1)). Berechnen Sie Erwar-
tungswert, Varianz und Standardabweichung von Sy und S,.

Geben Sie die Verteilung von % an:

(a) dS=0.2Sdt; (b) dS=0.1Sdt+0.2SdW; (c¢) dS =S dW.
Vergleichen Sie die Losungen fiir S:

(a) dS=0.1Sdt; (b) dS=0.1Sdt+0.1SdW.

Geben Sie die Verteilung von log(S) an.
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Stochastisches Integral

56. Sei W(t) ein Wiener Prozess im Intervall [0, T] mit bekanntem Anfangswert.

(a) Wie sind W(0), W(T/4) und W(T) verteilt?

(b) Wie dndert sich die Verteilung von W(T), wenn bereits W(T/2) = 0 bekannt
ist? Wie lauten die bedingten Verteilungen von W(T)|{W(T/2) = 0} und
W(T){W(T/2) =1}.

(c) Wie dndert sich die Verteilung von W(T), wenn bereits W(T/2) = wy , be-
kannt ist? Wie lautet die bedingte Verteilung von W(T) [{W(T/2) =w; 2}?

(d) Wie dndert sich die Verteilung von W(T), wenn aufer W(T/2) = w; ,, auch
noch W(T/S) = W]/g, W(T/4) = W]/4 und W(3T/8) = W3/8 bekannt sind?
Wie lautet die bedingte Verteilung von W(T) [{W(T/8) = wy 5, W(T/4) =
W14, W(3T/8) = w35, W(T/2) =wq ,5}?

(e) Wie heift die in (d) beobachtete Eigenschaft?

57. Wie Aufgabe 56 aber mit einer Brownschen Bewegung X(t) = ut + o W(t) im

58.

59.
60.

61.
62.

Intervall [0, T] mit bekanntem Anfangswert.

Sei W(t) ein Wiener Prozess im Intervall [0, T]. Berechnen Sie die Verteilun-
gen der folgenden Zufallsvariablen mittels Grenzwert der Riemann-Summen der
stochastischen Integrale.

T T T T
(a)J' dW(t), (b)J t dW(t), (C)J 2 dW(b), (d)J VEdW(t),

0 0 0 0
Wie lautet fiir eine allgemeine stetige Funktion f: [0, T — R die Verteilung von

T
(e) J f(t) dW(t) ?
0

Muss zur Berechnung dieser Verteilungen der Anfangswert W(0) des Wiener

Prozesses W(t) bekannt sein? Wenn ja, wihlen Sie einen geeigneten Wert.

Hinweis: Approximieren Sie das stochastische Integral durch die entsprechende
Riemann-Summe. Verwenden Sie die Eigenschaften des Wiener Prozesses und die
Rechenregeln fiir Erwartungswert und Varianz (und vergessen Sie dabei nicht auf
die Modellannahme des Wiener Prozesses, dass dessen Anderungen stochastisch
unabhéngig sind). Eine zentrale Role spielt auch die Reproduktionseigenschaft der
Normalverteilung (die Summe von normalverteilter Zufallsvariablen ist wieder
normalverteilt).

Wie Aufgabe 58 aber mit einer Brownschen Bewegung X(t) = put + o W(t).
Sei W(t) ein Wiener Prozess. Geben Sie

(a) 5W —3t, (b)) W24+2W+1, (c) 0.1t+0.3tW,

(d) exp(W), (e) exp(3tW), (f) sin(W)

mit Hilfe von It6’s Lemma als stochastisches Integral an.

Wie Aufgabe 60 aber mit einer Brownschen Bewegung X(t) = put + o W(t).

Sei dX(t) = 2Xdt + 4 X dW ein stochastischer Prozess. Berechnen Sie log(X).
Wie lautet die Verteilung dieser Zufallsvariable?
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Black-Scholes Formel

63. Berechnen Sie die Werte einer européaischen Call-Option mit Ausiibungspreisen
von 95 €, 100 € und 105 € und Filligkeitszeitpunkt 1. Mai nach dem Black-
Scholes.Modell. Der risikofreie Zinssatz betriagt v = 10%, die Volatilitat des
zugrunde liegenden Papiers betrdgt 0 = 15%. Heute sei der 1. April und der
Preis des Papiers betrigt 95 €.

Fiihren Sie die Berechnung auch fiir 0 = 20% und fiir eine Option mit Fallig-
keitszeitpunkt 1. Juni durch. Was Beobachten Sie?



Losungen

1.
6
)
.’:.'.'.",:"'.':"'." .
u=2
3
1 6
2
0 u=1
1
0 1 2 3 4 5 6
2. Ableitungen: (a) (b) (c) (d) (e)
fy 1T y  2x 2xy? ax* Tyb
fy 1T x 2y 2x%y px*ybP!
frx 0 0 2 2y ala—1)xx2yb
fay=fyx |0 1T 0 4xy oafx>Tyb!
fuy 0 0 2 2x* PB(P—-1)xxyh2
Ableitungen an der Stelle (1,1):
() () (© (@ ()
fx 1 1 2 2 108
iy 11 2 2 B
fax 0 0 2 2 ox(oc—1)
foy=fux |0 1 0 4  af
fuy 0 0 2 2 B(E-1

3. (a) stationdrer Punkt: xo = (0,0), Hf = (12 ;)

M, = -5 < 0, = xq ist Sattelpunkt.

_ .3
(b) stationdrer Punkt: xo = (e, 0), H¢(xo) = ( % _02>,
M;=—-e3<0,M;=2e3>0, = x¢ ist lokales Maximum.

- o (802 —400
(c) stationdrer Punkt: xo = (1,1), H¢(xo) = <400 200 ),

13
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10.

11.
12.

M; =802 >0, M, =400 > 0, = xo ist lokales Minimum.

_ex
. stationdrer Punkt: xo = (In(3),1n(4)), Hf = < g _sz >,
Hauptminoren: M = —e*' <0, My = e*1 - e*2 > 0, fiir alle (x7,%x2)

= lokales und globales Maximum in xo = (In(3),In(4)).

. stationdre Punkte: x; = (0,0,0), x = (1,0,0), x3 = (—1,0,0),

6x1x2 3xi—1 0
Hf = 3X% -1 0
0 0 2
Hauptminoren fiir stationiire Punkte: My = 6x1x2 = 0, M2 = —(3x§ — 1)2 < 0
(dax; €{0,—1,1}), M3 = —2(3x? —1)? <0,

= alle drei stationdren Punkte sind Sattelpunkte.

. Die zu optimierende Gewinnfunktion lautet:

G(q1,d2,93) =R—C =q1(63—4q1) +q2(105-54q2) + q3(75 — 6 q3) — (20 +
15(d1 + q2 + q3)) =481 —4q% + 9092 —5q3 + 60 q3 — 6 g5 — 20, stationéirer

-8 0 0
Punkt: @* = (q%,q5,q%) = (6,9,5), Hc = 0 —10 0 |, M;=-8<0,
o o0 -12

M; =80 >0, M3 = —960 < 0, = G ist konkav, = q* ist globales Maximum.
optimale Gesamtproduktion qopt = q7 + a5 + g3 = 6 + 9 +5 = 20, Umsitze:
R1 =pjqi =(63—4q7)q; =36-6 =234, R, =540, R3 = 225.

lokales Maximum in (2, 1)
lokales Minimum in (3,0)

3

-1 0 1 2 3 4
(b) Lagrangefunktion: L(x,y;A) = x>y — A(x +y — 3),
stationare Punkte x; = (2,1;4) und x; = (0, 3;0),

0 -1 -1
(c) gerdnderte Hesse-Matrix: H= | —1 2y 2x |,
-1 2x 0
- 0o -1 -1 -
H(x;)=| =1 2 4 |, det(H(x7)) =6 >0, = x; ist ein lokales Maximum,
-1 4 0
~ 0o -1 -1 -
H(x)=| -1 6 0 |, det(H(x2)) = —6 = x; ist ein lokales Minimum.
-1 0 0
. stationédre Punkte: x; = %7 X2 =2;A=4
(a) E(Z) =8, V(Z) =10; (b) E(Z) =4, V(Z) =4; (c) E(Z) =-2,V(Z) =4

BT 1,20 =0, V(Z1, Z) = To2.
E(ZI:1 Zy) =05T, V(ZI:1 Zy) = To2.

(a) Corr(X,Y) = 0.5; (b) (i) E(Z) =8, V(Z) = 14; (i) E(Z) =4, V(Z) = 6; (i)
E(Z)=-2,V(Z)=2.
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14.

16.

17.
18.
25.
28.
30.
38.

39.

49.
50.

51.

52. €t
53.

54.
55.

N}
~—
o
—

3) 2; (b) (i) (1) 2, (2) 10, (3) 18; (ii) (1) 0, (2) 4 (3) 8; (iii) (1)

1) —V8, (2) 0, (3) V8; (b) (i) (1) 12 —4v/8, (2) 12 (3) 12+ 4V/8; (ii) (1)
6—2v8, (2) 6, (3) 6+2V8; (iii) (1) 6+2V8, (2) 6, (3) 6 —2/8.
(

orr(Ry,Rz) = 0.0833333, Corr(Ry,R3) = 0.133333, Corr(R,,R3) = —0.15,
Ri,R1) =1;

0.09 0.01 0.2
by == 001 016 —0.03 |;

@]
OQJ
=
2.0

0.02 —-0.03 0.25

1 0.0833333  0.133333
(c) | 0.0833333 1 015 | =

0.133333  —0.15 1
7505 ? 0 0.09 001  0.02 ? 0
0 A O 001 016 —0.03 ERTI
0 ! 0.02 —0.03 0.25 0 1

J0.25
(d) V(x1Ry + 0opR2 4+ (1 — o1 — x2)R3) =

0.09 0.01 0.02 o
(o1, 002,(1 —oxy —2)) | 0.01 0.16 —0.03 o)
0.02 —-0.03 0.25 11— — a2
1 = 0.652174, o, = 0.347826.
o1 = 0.432203, o, = 0.533898.

Ein 3 x5 MA ist ein 3 MA von 5 MA: ]/3(]/5(Yt73 ‘|—th2 ‘|—th] +Yt+Yt+])+
1/5(Ye—2 + Yeo1 + Ye + Yigr + Yei2) +1/5(Yeoq + Ye + Yo + Yes2 + Yei3));
Gewichte (1,2,3,3,3,2,1)/15

(a) NA, 105.75, 118.50, 128.25, 137.75, 148.50, 158.25, 166.75, 179.00, 190.75,
196.50, NA; (b) identisch zu (a); (c) NA, 9.25, -7.50, 8.75, -9.75, 9.50, -8.25, 8.25,
-12.00, 16.25, -14.50, NA; (d) -10.4, 10.4; (e) NA, -1.15, 2.9, -1.65, 0.65, -0.9,
2.15, -2.15, -1.6, 5.85, -4.1, NA.

(a) E(X) =0.1, V(X) =0.04; (b) Z=(Y—-0.1)/0.2, E(Z) =0, Z(X) = 1.

(a) dS=0.1Sdt+0.2S dW; (b) Erwartungswert 0.1-0.5 =5 %, Standardabwei-
chung 0.2 - v0.5 = 14.14%; (c¢) Erwartungswert 0.1 - 2 = 20 %, Standardabwei-
chung 0.2 - v2 = 28.28%

(a) E(Xo) = Xo, V(Xo) =0, OXo = 0; (b) E(Xq) = Xo, V(X1) = 0%, ox
() E(Xz) = Xo, V(X2) = 20%, ox, f ( > (X3) = Xo. V(X)
ox, = V30; (e) E(Xx) = Xo, V(Xs) = ko? . ox, = Vko.

~N(0, 62).

S1:E(S1) =100.2, V(S1) = 0.5, 05, =+0.5; S2: E(S2) =100.4, V(S2)=1, 05,=1
in erster Niaherung).

(
(a) 0.2dt; (b) N(0.14dt,0.04 dt); (c) N(0, dt).
(a) log(S) = log(So) + 0.1T; (b) log(S) ~ N(log(So) + 0.095T, 0.01T).
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56. (a) W(T) ~ N(0,T)
57. (a) X(T) ~ N(uT,02T)
63. mit Tabelle: fiir S =100, E=95,r=0.1,0=015und T—t=1/12: V=13.34



