
Aufbaukurs: Mathematishe Methoden � Sommersemester 2006 20Stohastishes Integral56. Sei W(t) ein Wiener Prozess im Intervall [0, T ] mit bekanntem Anfangswert.(a) Wie sind W(0), W(T/4) und W(T) verteilt?(b) Wie ändert sih die Verteilung von W(T), wenn bereits W(T/2) = 0 bekanntist? Wie lauten die bedingten Verteilungen von W(T) | {W(T/2) = 0} und
W(T) | {W(T/2) = 1}.() Wie ändert sih die Verteilung von W(T), wenn bereits W(T/2) = w1/2 be-kannt ist? Wie lautet die bedingte Verteilung von W(T) | {W(T/2) = w1/2}?(d) Wie ändert sih die Verteilung von W(T), wenn auÿer W(T/2) = w1/2 auhnoh W(T/8) = w1/8, W(T/4) = w1/4 und W(3T/8) = w3/8 bekannt sind?Wie lautet die bedingte Verteilung von W(T) | {W(T/8) = w1/8, W(T/4) =

w1/4, W(3T/8) = w3/8, W(T/2) = w1/2}?(e) Wie heiÿt die in (d) beobahtete Eigenshaft?57. Wie Aufgabe 56 aber mit einer Brownshen Bewegung X(t) = µ t + σW(t) imIntervall [0, T ] mit bekanntem Anfangswert.58. Sei W(t) ein Wiener Prozess im Intervall [0, T ]. Berehnen Sie die Verteilun-gen der folgenden Zufallsvariablen mittels Grenzwert der Riemann-Summen derstohastishen Integrale.(a) ∫T
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t dW(t),Wie lautet für eine allgemeine stetige Funktion f: [0, T ] → R die Verteilung von(e) ∫T
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f(t)dW(t) ?Muss zur Berehnung dieser Verteilungen der Anfangswert W(0) des WienerProzesses W(t) bekannt sein? Wenn ja, wählen Sie einen geeigneten Wert.Hinweis: Approximieren Sie das stohastishe Integral durh die entsprehendeRiemann-Summe. Verwenden Sie die Eigenshaften des Wiener Prozesses und dieRehenregeln für Erwartungswert und Varianz (und vergessen Sie dabei niht aufdie Modellannahme des Wiener Prozesses, dass dessen Änderungen stohastishunabhängig sind). Eine zentrale Role spielt auh die Reproduktionseigenshaft derNormalverteilung (die Summe von normalverteilter Zufallsvariablen ist wiedernormalverteilt).59. Wie Aufgabe 58 aber mit einer Brownshen Bewegung X(t) = µ t + σW(t).60. Sei W(t) ein Wiener Prozess. Geben Sie(a) 5W − 3 t, (b) W2 + 2W + 1, () 0.1 t + 0.3 t W,(d) exp(W), (e) exp(3 t W), (f) sin(W)mit Hilfe von It�'s Lemma als stohastishes Integral an.61. Wie Aufgabe 60 aber mit einer Brownshen Bewegung X(t) = µ t + σW(t).62. Sei dX(t) = 2Xdt + 4XdW ein stohastisher Prozess. Berehnen Sie log(X).Wie lautet die Verteilung dieser Zufallsvariable?



Aufbaukurs: Mathematishe Methoden � Sommersemester 2006 21Lösungen56. (a) W(T) ∼ N(0, T)57. (a) X(T) ∼ N(µT, σ2 T)


