AUFBAUKURS: MATHEMATISCHE METHODEN SOMMERSEMESTER 2006

Kovarianz und Korrelation

9. Gegeben seien die Zufallsvariablen X und Y, mit Erwartungswerten bzw. Vari-
anzen E(X) =1, V(X) =2, E(Y) =3 und V(Y) = 2. X und Y seien unkorreliert.
Berechnen Sie E(Z) und V(Z) fiir

(a) Z=34+2X+Y,(b) Z=X+Y, (c) Z=X—Y.

10. Gegeben sind die unkorrelierten Zufallsvariablen Z¢, t = 1,..., T, mit Erwar-
tungswert E(Z;) = 0 und Varianz V(Z) = o?. Berechnen Sie E(ZL1 Z¢) und
VIE (o Z):

11. Gegeben sind die unkorrelierten Zufallsvariablen Y, t = 1,..., T, mit Erwar-
tungswert E(Y,) = 0.5 und Varianz V(Z,) = o?. Berechnen Sie E(ZL] Y:) und
VIZ i e,

12. Gegeben seien die Zufallsvariablen X und Y, mit Erwartungswerten bzw. Vari-
anzen E(X) =1, V(X) =2, E(Y) =3, V(Y) =2 und Cov(X,Y) = 1.
(a) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten Corr(X,Y).
(b) Berechnen Sie E(Z) und V(Z) fiir
(i) Z=3+2X+Y, (i) Z=X+Y, (iii) Z=X-Y.
13. Gegeben seien die Zufallsvariablen X und Y, mit Erwartungswerten bzw. Vari-
anzen E(X) =1, V(X) =2, E(Y) =3, V(Y) = 2, sowie
(1) Corr(X,Y) = —1, (2) Corr(X,Y) =0, und (3) Corr(X,Y) =1.
Berechnen Sie fiir (1)—(3)
(a) die Kovarianz Cov(X,Y).,
(b) die Varianzen fiir
(i) Z=3+2X+Y, (i) Z=X+Y, (ili) Z=X-Y.
14. Wie Aufgabe 13 aber mit V(Y) = 4.

15. Gegeben sind die Renditen R; dreier Wertpapiere mit folgenden Erwartungswer-
ten und (Ko-) Varianzen: E(Ry) = 0.1, E(Rz) = 12, E(R3) = 0.08; V(Ry) =
0.09, V(Rz) = 0.16, V(R3) = 0.25; Cov(Rq,R2) = 0.01, Cov(Rq,R3) = 0.02
und Cov(Rz,R3) = —0.03. Stellen Sie insgesamt vier Kombinationen der Form
P = aRi + (1 — )Rj bzw. P = a1 Ry + 2R + (1 — &1 — ®2)R3 zusammen indem
Sie geeignete Werte fiir « bzw. «; und o« wihlen.

(a) Berechnen Sie fiir jedes P Threr Wahl Erwartungswert E(P) und Varianz
V(P).
(b) Nach welchen Kriterien beurteilen Sie die Kombinationen.

(c) Welcher Kombination wiirden Sie den Vorzug geben.
16. Wir beziehen uns auf die Angabe in Aufgabe 15
(a
(b
(c
(d

) Berechnen Sie die einzelnen Korrelationskoeffizienten. Wie grof ist Corr(Ry, Ry)?
) Geben Sie die Kovarianzmatrix X an.

) Berechnen Sie die Korrelationsmatrix durchg Matrixoperationen.

) Berechnen Sie die Varianzen der Kombinationen bestehend aus Ry, Rz und

R3 {iber a’Xa, mit a = (&7, 02, (1 — o1 — x2))’.

17. Berechnen Sie die optimale Kombination von Ry und R, in Aufgabe 15.
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Losungen
9. (a) E(Z) =8,V(Z)=10; (b) E(Z) =4, V(Z) =4; (c) E(Z) = -2, V(Z) = 4.
10. B(Y.[_,Z) =0, V(X1 Z,) = To2.

11. B(Y{_,Z) =05T, V(Y |, Z\) = To2.

12. (a) Corr(X,Y) = 0.5; (b) (i) E(Z) = 8, V(Z) = 14; (i) E(Z) = 4, V(Z) = 6; (i)
B(Z)=-2,V(Z)=2.
(

13. , (2) 0, (3) 2; (b) (1) (1) 2, (2) 10, (3) 18; (ii) (1) 0, (2) 4 (3) 8; (iii) (1)

14. (a) (1) —V8, (2) 0, (3) V& (b) (i) (1) 12 —4v/8, (2) 12 (3) 12+ 4V/8; (ii) (1)
6—2V8, (2) 6, (3) 6+ 2V/8; (iii) (1) 6+ 2V8, (2) 6, (3) 6 —2V/8.
(

a) Corr(Ry,Rz) = 0.0833333, Corr(Ry,R3) = 0.133333, Corr(Rz,R3) = —0.15,
Corr(Ry,Ry) =1;

0.09 0.01 0.2
by == 001 016 —0.03 |;

16.

0.02 —-0.03 0.25

1 0.0833333 0.133333
() | 0.0833333 1 015 | =
0133333 —0.15 1
5 O 0 0.09 001 002 55 O 0
0 s= 0 001 016 —0.03 0 %5 O
0 ' i 0.02 —0.03 025 0 0 i

J0.25
(d) V(x1Ry + 0pR2 4+ (1 — o1 — x2)R3) =

0.09 0.01 0.02 o
(o1, 002,(1 —oxy —2)) | 0.01 0.16 —0.03 o
0.02 —0.03 0.25 11— —
17. «1 = 0.652174, o, = 0.347826.



