Helmut Strasser

Lineare Algebra mit statistischen
Anwendungen

EinflUhrungsskriptum fur Studierende
von wirtschaftswissenschatftlichen Studienrichtungen

1. Auflage, Wien, 20. Januar 2004






| nhaltsver

1 Einleitung
1.1 Inhaltder Leh
1.2 EDV Umgebu

2 Vektoren
2.1 Grundbegriffe

zelchnis

rveranstaltung . .... . ... ... .. ... ..
NG . v e o e e e e
Das Arbeitsverzeichnis . . . . . . ... . ... ......
Libraries .. . . . ... . . . . ..
Hilfesystem . .. . . . . . . .. .. ... .. .. ......

Definition eines Vektors . . . . ... ... ... L.
VektoreninR. . . . .. .. ... ... o
Rechenoperationen fir Vektoren. . . . . ... ... ...
Interpretation von Vektoren .. . ... ... .......

2.2 Geometrische Interpretation von Vektoren .. .. . . . .. ... ... ..

Punktinterpretation. . . . . . . ... .. ... .. ... ..
Verschiebungsinterpretation . .... . . .. .. ... ...
Verschiebung eines Punktes . .. . . . ... ... .....
Addition von Verschiebungen ... .. ... ... .. ..
Computerexperimente . . ... . . . . ... ... ....
Multiplikation einer Verschiebung mit einer Zahl . . . . .
Aufgaben. . . . . ... o

2.3 Statistische Interpretation von Vektoren . . . . .. ... ... ... ..
2.3.1 DatensatzeinR .... .. ... . ... ...

Das Datenverzeichnis. . . . . . . . . . . ... ... ...
Dateneinlesen . . ... ... .. .. ... ... ...,
Variablennamen: Attach . . .. ... ... ... .....

2.3.2 Univariate DatenanalysemitR . . . . . .. .. ... ......

3  Matrizen

Sortieren und Haufigkeiten . .... . . ... ... ... ..
Variablentypen . .. . . ... ... oL
Diagramme .. . . . . . . . .. ... ..
Statistische MalRzahlen . . .... . . . ... ... ... ..
Aufgaben. . . . . ...

3.1 MatrizenrechungmitR . . .. . ... ... ... . ...

Der Begriff einer Matrix . . .. . ... ... .. ......
Erzeugungvon Matrizen . ... .. ... .. ... ....
Matrizenrechnung . . . . . . ... .. ... ... .....
Elimination und inverse Matrizen. . . . . . . .. ... ..
ApplyundSweep . . . . .. ... . o oo
Aufgaben. . . .. .. ... L L L



4 INHALTSVERZEICHNIS
3.2 Input-Output Analyse . . . . . . . . . . . . . e 35
3.2.1 Die Kostenseite des Input-Output Modells . . . . . .. ... .. 35
3.2.2 EinMusterbeispiel . . .. ... ... ... . o L. 37
4 Metrische Konzepte 40
4.1 Skalares ProduktundNorm . .... . . . ... ... ... ......... 40
SkalaresProdukt. . . . . ... ... ... ... ... ... 40
SkalarproduktinR. . . . ... ... ... .. ... ... 41
Norm . . . . . . . . . . . . 41
Norm von VektoreninR . . . .. ... ... ....... 42
Einheitsvektoren und Normierung . . . . . . . .. .. .. 42
Orthogonale Vektoren . . . . . ... .. ... ..... 43
BeispieleinR . . .. . . ... 44
Aufgaben. . . .. .. ... . L 44
4.2 Orthogonale Projektion . ... . . . . ... ... ... .. ... .. ... 45
Das LSQ-Problem. . . . . ... ... ... .. ...... 45
Orthogonale Zerlegung . . ... . . . .. ... ... ... a7
Der Winkel zwischen Vektoren. . . . . .. ... ... .. 48
Aufgaben. . . . . ... o 49
4.3 Statistische Anwendungen ... . . .. .. ... .. oo 51
43.1 DerMittelwert . . . . .. . . ... .. 51
HinweisezuR . .. . . . . . .. .. ... .. ... ..., 51
43.2 DieVarianz .. . . . . . .. 52
HinweisezuR . .. . . . . . .. . ... ... ... ..., 53
4.3.3 Kovarianzund Korrelation . . . . ... ... .. ... ... ... 53
HinweisezuR . .. . . . . . .. ... . ... ... ..., 54
Aufgaben. . . . . ... 54
5 DieMethodeder kleinsten Quadrate 55
5.1 Das einfache Regressionsmodell . . . . ...... . ... ... ...... 55
5.1.1 Modellanpassung (model fitting) . .... . . ... ... ... ... 55
LSOmitR . . .. .. .. . 57
5.1.2 Die mathematischelLésung . . . . . ... ... ......... 58
Das Absolutglied. . . . . . ... ... ... ........ 58
LSQ Optimierung als orthogonale Projektion. . . . . . . 59
Die Normalgleichungen . . .. .. ... ... ...... 60
5.1.3 Beurteilung der Modellanpassung . . . . ... ... ...... 61
Das Ausmal} des Erklarungsbeitrags . . . . . .. .. .. 62
Das Signifikanzproblem . . .. ... ... ... ..... 62
Das Relevanzproblem . . .... .. ... ... ...... 65
5.1.4 Aufgaben . . . . .. ... 68
5.2 Das zweifache Regressionsmodell. . . . . . ... ... ... ...... 69
5.2.1 Einflhrung . .. . . . . . . . ... . 69
LSOmitR . . .. .. .. . 70
5.2.2 Die mathematischelLésung . . . . . ... ... ... ...... 71
Die Normalgleichungen . . .. .. ... ... ...... 71
5.2.3 Die Beurteilung der Modellanpassung . . . . . . ... ... .. 73
RSquare. .. . . . ... ... . . .. . 73
ANOVA-Zerlegungen . . . . ... ... ... .. .... 74
Modellselektion . . . . . .. ... ... ... .. ..., . 78
Signifikanzprifung der Parameter. . . . . . . . ... .. 81

Durchfihrung der Modellselektion. . . . . . ... .. .. 83



INHALTSVERZEICHNIS 5

5.24 Aufgaben . . .. ... ... 85
5.3 Einqualitativer Pradiktor . . . . . .. . .. ... .. ... ... ... 86
531 DieFragestellung . ... ... .. .. ... ... ... ... ... 86
5.3.2 Préadiktoren mit zwei Kategorien . .... . . . .. . ... ... .. 86
Modell und Modellvergleich .. . . . ... ... ...... 86
Parametrisierung durch Haupteffekte . . . . . . ... .. 89
5.3.3 Préadiktoren mit mehr als zwei Kategorien . . . . . ... .. .. 92
Parametrisierung durch Haupteffekte . . . . . . ... .. 92
Parametrisierung mit gewahlten Kontrasten . . . . . . . 95
534 Aufgaben . . . . ... .. 98
5.4 Additive Modelle und Wechselwirkungen .... . . . ... ... ... .. 100
5.4.1 Zwei quantitative Pradiktoren . . .... . .. ... ... ... .. 100
5.4.2 Ein qualitativer und ein quantitativer Pradiktor. . . . . . .. .. 102
Das additve Modell . . . . . ... ... ... ....... 102
Das Modell mit Wechselwirkung . . . . . ... ... ... 106
5.4.3 Zweiqualitative Variable . . . . . ... ... ... ... ... 108
Die Problemstellung. . . . .. .. ... ... ....... 108
Additive Modelle . . . . .. ... ... ... L. 110
Modelle mit Wechselwirkung . . . . . ... ... .. .. 113
Orthogonale Versuchsplane ... . . . ... ... ... .. 115
544 Aufgaben . . .. .. ... ... 115
6 Quadratische Funktionen 117
6.1 Funktionen von mehreren Variablen . . . .. ... ... ... ..... 117
6.1.1 Grundlegende Definitionen . . . . . .. ... ... ... .... 117
Lineare Funktionen . . . . . . . ... ... ... ..... 117
Quadratische Funktionen . .... . . .. ... ... .... 117
6.1.2 Graphische Darstellungen . . . . . .. ... ... .. ..... 118
Funktionsgraphen. . . . . . . ... ... ... ...... 118
Niveauliniendiagramm . . . . . ... .. ... ... ... 120
Schnittliniendiagramm . . . .. .. ... L. 120
6.1.3 Aufgaben . . . . ... ... 121
6.2 Die Hauptachsentransformation . . .. .. ... ... ......... 122
6.2.1 Orthogonale Matrizen .... .. .. ... ... ... ....... 122
Orthogonale 2x2-Matrizen . .. . . .. ... ... .. .. 124
6.2.2 Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen . . . . . . . .. 125
Numerische Diagonalisierung ... . . . . ... ... ... 125
6.2.3 Anwendung auf quadratische Funktionen . . . . . .. ... .. 127
Einfihrung .. . . . . . . ... .. .. .. ... .. ... 127
DerallgemeineFall . . . .. ... ... ... ... .... 129
6.2.4 Aufgaben . . .. .. ... ... 129
6.3 Konvexe und konkave Funktionen . . ... ... ... .. ....... 130
6.3.1 Grundlegende Definitionen . . . . . . . .. ... ... .. ... 130
6.3.2 Quadratische Funktionen. . . . . ... ... .. ......... 131
6.3.3 Aufgaben . . . ... ... ... 132
7 Quadratische Optimierung 135
7.1 GrundlagenausderAnalysis. . . . . . ... ... ... ... . ... 135
7.1.1 Einleitung . .. . . . ... 135
7.1.2 Richtungsableitung . .... . . ... ... ... L 135
7.1.3 Partielle Ableitungen . . . . . ... ... ... L. 137

7.1.4 DerGradient . . . . . . ... 138



7.2

7.3

7.4

INHALTSVERZEICHNIS

Gradientenfelder . . . . . ... ... ... ... ... .. 141
7.15 Aufgaben . . . ... 141
Globale Optimierung . . . . . . . . . . . .. . .. . . . 141
7.2.1 Kritische Punkte. . . . . ... ... ... ... .. ... ..... 141
7.2.2 Homogene quadratische Funktionen ... . . . . ... ... ... 143
7.2.3 Inhomogene quadratische Funktionen ..... . . . ... .. ... 143
7.24 Aufgaben . . . ... ... 145
Optimierung mit Nebenbedingungen . . . . . . .. ... ... ..... 146
7.3.1 Optimierung unter einer linearen Nebenbedingung. . . . . . . 147
Die Methodevon Lagrange ... . . ... ... ...... 148
7.3.2 Optimierung unter mehreren linearen Nebenbedingungen . . . . . . 151
Die Methodevon Lagrange ... . . ... ... ...... 152
7.3.3 DasBasislemma . .. ... ... ... .. ... ... .. ... 154
734 Aufgaben . . .. ... ... 155
Portfolio-Optimierung . . . . . . . . . . . . .. 156
741 Grundlagen . . . . .. ... e 156
DerDatensatz . . . . . .. ... . ... ... .. ..... 156
Erste Schritte .. . . . .. . ... o oL 157
Portfolios . . . . . . .. . .. ... 158
7.4.2 OptimalePortfolios . . . . ... ... ... ... ......... 160
Vorbemerkung . .. . . . ... e 160
Minimierung derVarianz . . . . ... ... ... ..... 160
Minimierung der Varianz bei vorgegebener Rendite . . . . . 162
Maximierung derRendite . .. ... ... ... ..... 164

743 Aufgaben . . ... ... .. 165



Einleitung

1.1 Inhalt der Lehrveranstaltung

Der Inhalt der LV ist Mathematik. Die Mathematik besteht aus Denkstrategien und Den-
kinstrumenten, deren intuitiver Hintergrund einerseits in der Raum— und Zeitvorstellung
und andererseits in der Vorstellung von Manipulationen (anordnen, vertauschen, abzahlen,
gegeniberstellen, usw.) liegt. An der Mathematik sind vor allem zwei Dinge erstaunlich. Er-
stens ist die Mathematik auch dann erfolgreich anwendbar, wenn der Anwendungsbereich
nichts oder nur wenig zu tun hat mit Vorgangen in Raum und Zeit oder mit Manipulatio-
nen. Zweitens lait sich das Gebaude der Mathematik weitgehend logisch zwingend und
widerspruchsfrei errichten.

Wenn man Mathematik mit dem Ziel lernen will, angewandte sozial- und wirtschaftswis-
senschaftliche Probleme damit zu bearbeiten, dann muf3 man trotzdem mit dem intuitiven
Hintergrund vertraut werden, der genetisch ursprunglich hinter den mathematischen Kon-
zepten steckt. AuRBerdem ist es notwendig, den logisch deduktiven Aufbau bis zu einem
gewissen Grad zu beherrschen.

In dieser LV wird Lineare Algebra (,Vektorrechnung”)behandelt. Es werden Begriffe und
ihr intuitiver Hintergrund, Fakten und ihre deduktive Grundlage, sowie Methoden und ihr
algorithmischer Ablauf vorgestellt. Die Auswahl der Themen erfolgt nach den Bedurfnissen
des sozial-und wirtschaftswissenschaftlichen Wissenschaftsbetriebs.

Die Lineare Algebra ist ein Teilgebiet der Mathematik, dessen Urspriinge vor allem aus
zwei Quellen stammen: Die Geometrie von Punkten und Verschiebungen, und das Ldésen
von linearen Gleichungen. Bei der mathematischen Durchleutung dieser Problembereiche
sind im Laufe der Jahrhunderte Begriffe und Losungsansatze entstanden, die fur die gesamte
Mathematik und ihre Anwendungen von grundlegender Bedeutung sind.

Die Begriffswelt der Linearen Algebra hat sich mittlerweile vollsténdig von den intuitiven
Konzepten der Geometrie und von den Anlassen der Gleichungslehre gelést. Trotzdem sind
Konzepte aus Geometrie und Gleichungslehre beim padagogischen Aufbau des Gebaudes
unerlaflich. Auch in fortgeschrittenem Stadium muf3 die Problemlésung bei einem Anwen-
dungsfall oft unter Benltzung intuitiver geometrischer Konzepte gefunden werden.
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Wir werden im Laufe der LV viele mathematische Methoden auf dem Computer realisie-
ren. Das Programmpaket R ermdglicht uns die interaktive Benitzung von grundlegenden
Operationen in Form fest programmierter Makrobefehle.

An dieser Stelle verweisen wir zun&chst auf die Homepage von R:
http://ww.r-project.org

Von dieser Webseite aus kann R kostenlos geladen und installiert werden. Das selbstinstal-
lierende File

http://ww. ci.tuwi en. ac. at/ R/ bi n/ wi ndows/ base/ Set upR. exe
ist 15.5 MB grof3.

Das offizielle Einflhrungsskript ist:

http://ww. ci.tuw en. ac. at/ R doc/ manual s/ R-i ntro. pdf

Man installiert R nach den Anweisungen, die mitgeliefert werden. Anschliel3end startet man
R, indem man

RGui . exe

aufruft.

Das Arbeitsver zeichnis

R arbeitet immer in einem bestimmten Arbeitsverzeichnis (workdir), welches mit einem
Menupunkt gesetzt werden kann. Wir erstellen in Windows z.B. ein Verzeichnis mit dem
Namen:

C. \Wirkspace\R

Um das Arbeitsverzeichnis Uber ein Kommando festzulegen, geben wir ein:
> setwd(" C. / Wrkspace/ R")

Die Kontrolle ergibt:

> getwd()
[1] "C\\Wbrkspace\\R'

Soll das Arbeitsverzeichnis schon beim Start von R festgelegt werden, dann muf3
dieses Kommando im Fil&kProfile enthalten sein. Dieses File befindet sich im R-
Installationsverzeichnis untetc.

Um den Inhalt des Arbeitsverzeichnisses anzuzeigen, verwenden wir:

> dir()
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Libraries

R kann durch benutzerdefinierte Funktionen erweitert werden. Zur Unterstiitzung dieser
LV verwenden wir benutzerdefinierte Funktionen aus der LibtanAlg.r. Diese Library

steht auf der Homepage der LV zur Verfigung. Um sie verwenden zu kénnen, muf3 sie im
Arbeitsverzeichnis von R abgespeichert werden und dann aktiviert werden:

> source("LinAlg.r")

Hilfesystem

R besitzt ein ausfuhrliches Online-Hilfesystem. Information Uber das Hilfesystem erhélt
man durch

hel p("hel p")



10 KAPITEL 2. VEKTOREN

Vektoren

2.1 Grundbegriffe

Definition eines Vektors

(2.1) DEFINITION:

Unter einenVektor versteht man eine Zahlenliste. Die Zahlen, aus denen der Vektor be-
steht, nennt man seirttomponenten. Die Anzahl der Komponenten ist digénge des
Vektors.

Man kann Vektoren schriftlich als Spaltenvektoren oder als Zeilenvektoren anschreiben. Ein
Spaltenvektor der Lange hat die allgemeine Form

xr1 ai
X9 a2

X = ) oder a= . USW.
T, Aan,

Zeilenvektoren haben die Form
X = (z1,29,...,2,) oder a=(ai,az,...,a,) USW.

Spater wird die Unterscheidung zwischen Spalten- und Zeilenvektoren eine grof3e Rolle
spielen. Das ist aber in diesem Kapitel noch nicht der Fall. Wenn wir von Vektoren sprechen,
ist es im Moment gleichgiltig, ob wir Spaltenvektoren oder Zeilenvektoren meinen. Es ist
nur wichtig, daf? wir bei einem bestimmten Typ bleiben. Alles was wir in diesem Kapitel
sagen, gilt fur Spaltenvektoren und fur Zeilenvektoren in gleicher Weise.

Fur die Menge aller Vektoren einer festen Langeerwendet man das Symbgl'.

Vektorenin R

In R legt man Vektoren durch Aufzahlung ihrer Komponenten fest.

> a=c(1,2,3,4,5)
> a

[1] 1 23 45

> | engt h(a)

[1] 5
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Einzelne Komponenten erreicht man durch Indizierung:

> a[ 3]
[1] 3

Es gibt noch andere Mdoglichkeiten, Vektoren zu erzeugen. Die folgenden Beispiele sind
selbsterklarend. Weitere Informationen finden sich in der Hilfefunktion von R.

> rep(3,5)

[1] 33333
> rep(c(l,2),3)

1 2 3 4 5 6 7 8 910

[1] 121212

> 1:10

[ 1]

> -2:4

[1] -2 -1 0 1 2 3 4

> seq(fron¥3,to0=9, by=2)
[1] 3579

Fur die interaktive Eingabe von Vektoren kann man die R-Funktiaaan und edit ver-

wenden.

Manchmal werden wir Vektoren erzeugen, die aus Zufallszahlen bestehen, z.B.

> x=rnor n(100)

> X
[1]
[ 5]
[ 9]
[13]
[17]
[21]
[ 25]
[ 29]

- 0.
- 0.
1.
- 0.
1.

1
ORr P

047329181
031689555
049487133
235913334
010912207

. 050887909
. 373914288
. 077614778

. 185997151
. 022956186
. 817979639
. 906614895
. 221201378
. 875688734
. 677828735
. 663994912

. 275701124
. 370558024
. 360895121
. 235141218
. 283650520
. 241006555
. 797911162
. 114210723

P OPRFRPPFPLOOPFrO

. 119879542
. 695163348
. 406407390
. 620106328
. 416084392
. 209303901
. 459355755
. 150920234

Rechenoper ationen fir Vektoren

Wir wissen, wie man mit Vektoren rechnet. Die Addition und die Multiplikation mit einer
Zahl erfolgen komponentenweise (siehe Skriptum Mathematik).

Sehen wir uns diese Vorgange in R an:

> a=c(1, 2, 3)
> b=c(5, 6, 7)
> a+tb
[ 1]

> a-b
[1] -4 -4 -4
> 3*a-2*b

[1] -7 -6 -5

6 8 10
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I nter pretation von Vektoren

Vektoren (Zahlenlisten) sind formale Objekte. Solche formalen Objekte haben Interpreta-
tionen. Bei den Interpretationen muf3 man zwischen angewandten und intuitiven Interpre-
tationen unterscheiden. Es gibt unzéahlige angewandte Interpretationen von Vektoren in den
Wirtschaftswissenschaften. Man denke etwa an Bedarfsvektoren, Inputvektoren, Output-
vektoren usw. (vgl. Skriptum). In der Statistik werden Vektoren als Datenlisten interpre-
tiert. Alle diese Interpretationen sind nicht geometrisch. Die geometrische Interpretation
von Vektoren (Punkte und Verschiebungen) dagegen ist keine angewandte Interpretation,
da dabei Vektoren durch idealisierte Objekte unserer Vorstellung interpretiert werden. Die
geometrische Interpretation ist Teil des intuitiven Hintergrundes der Vektoralgebra.

Wir erklaren nun die geometrische Interpretation von Vektore®RfmLeider ist dies inso-
fern kompliziert, als es (mindestens) zwei geometrische Objekte gibt, deren mathematische
Fassung ein Vektor ist.

Punktinterpretation

Wir denken uns die Zeichenebene als Menge von Punkten. Wenn wir in der Zeichenebene
ein Koordinatensystem einfiihren, dann kdnnen wir jedem Punkt der Zeichenebene einen
Vektor der Dimension 2 zuordnen, dessen Komponenten genau die Koordinaten des Punktes
sind. Auf diese Weise identifizieren wir die ZeichenebeneRnjtder Menge aller Vektoren

der Dimension 2. (Abbildung 2.1)

Abbildung 2.1: Punktinterpretation von Vektoren

Ver schiebungsinter pretation

Wir denken uns wieder die Zeichenebene als Menge von Punkten mit einem Koordinatensy-
stem. Allerdings sind es jetzt nicht die Punkte, die wir durch Vektoren darstellen wollen. Es
sind vielmehN/er schiebungen (Translationen), auf die wir jetzt unser Augenmerk richten.
Unter einer Verschiebung verstehen wir eine geradlinige Bewegung in einer bestimmten
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Richtung um eine bestimmte Strecke. Geometrisch kdnnen wir eine Verschiebung durch
einen Pfeil veranschaulichen. Es mul3 aber dabei klar sein, dal3 der Anfangspunkt des Pfei-
les irgendwo in der Zeichenebene fixiert werden kann. Gleichgultig wo das ist, es wird
durch alle Pfeile einer bestimmten Richtung und einer bestimmten Lange immer die glei-
che Verschiebung symbolisiert.

Wie ordnen wir nun einer solchen, durch einen Pfeil symbolisierten Verschiebung einen
Vektor zu ? Wir projizieren einen (beliebigen) Verschiebungspfeil auf die Achsen und mes-
sen die Langen der Projektionen (mit Vorzeichen + bei gleicher und - bei entgegengesetzter
Richtung zu den Achsen). Der Vektor (Zahlenpaar), dessen Komponenten diese Mel3ergeb-
nisse sind, ist der Verschiebungsvektor. (Abbildung 2.2)

X1

X2
Abbildung 2.2: Verschiebungsinterpretation von Vektoren

Wir haben nun zwei unterschiedliche intuitive Interpretationen von Vektorérikennen-
gelernt. Eine intuitive Interpretation eines Formalismus ist naturlich vollig wertlos, wenn es
nicht weitere Entsprechungen (Isomorphien) gibt, die beim Interpretationsvorgang gultig
sind. In der Vektorrechnung sind das die element&ekior oper ationen.

Unter den elementaren Vektoroperationen versteht maiddition von Vektoren und

die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl. Wir interessieren uns nun daftr, durch
welche geometrischen Operationen zwischen Punkten und Verschiebungen die Rechenope-
rationen zwischen Vektoren veranschaulicht werden kénnen.

Ver schiebung eines Punktes

Es seienP und Q zwei Punkte der Zeichenebene und es]é—éj jene Verschiebung der
Punkte der Zeichenebene, die den Publi den Punkt) tberfihrt. Wir veranschaulichen
diese Verschiebung durch den Pfeil vBmach(@. Es seieraundb die Vektoren der Punkte
P und @, undx sei der VerschiebungsvektrETCQ). Dann ist aus der Zeichung (Abbildung
2.3) unmittelbar ablesbar, daf3

X=q—p bzw. p+x=q.

In Worten heil3t das: Anfangspunkt + Verschiebungsvektor = Endpunkt, oder: Verschie-
bungsvektor = Endpunkt — Anfangspunkt. Die Vektoraddition kann also interpretiert werden
als Verschiebung eines Punktes in einen anderen Punkt.
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Abbildung 2.3: Verschiebung von Punkten

Addition von Ver schiebungen

Es seiera undb zwei Verschiebungsvektoren. Wir wollen jene Verschiebung finden, deren
Verschiebungsvektor die Summe= a + bist. Zu diesem Zweck wahlen wir irgendeinen
beliebigen PunkP der Zeichenebene und hdngen daran den Pfeil, der den \ek&sitzt.

Den Endpunkt des Pfeiles nennen wir An diesen Punk€ hangen wir den Pfeil, der den
Vektor b besitzt. Den Endpunkt dieses zweiten Pfeiles nennerwius der entstehenden
Zeichnung (Abbildung 4) kénnen wir folgendes ablesen: Wenn wir die Verschiebangen
und b hintereinander ausfiihren, so entsteht insgesamt eine neue Verschiebung, die durch
den Pfeil P& veranschaulicht werden kann. Zu diesem Pfeil gehort der Vekiora + b.

Folglich entspricht die Addition von Vektoren der Hintereinanderausfiihrung (Verkettung)
von Verschiebungen.

Abbildung 2.4: Vektoraddition

Wir haben damit zwei vollig unterschiedliche intuituive Interpretationen der Vektoraddition
kennengelernt. Der Umgang mit beiden Mdglichkeiten ist durch Erfahrung erlernbar.
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Fur die Vektoraddition gilt da ommutativgesetz a + b = b + a. So selbstverstandlich

dies scheinen mag, ist es doch in der Verschiebungsinterpretation eine erstaunliche Aussage:
Geht man 3 Schritte nach rechts und anschlielRend 5 Schritte nach vorne, so landet man am
gleichen Punkt, wie wenn man zunéchst 5 Schritte nach vorne und erst dann 3 Schritte nach
rechts geht. Wenn Sie das erstaunlich finden, dann haben Sie das Kommutativgesetz der
Vektoraddition wirklich verstanden. Andernfalls ist es Ihnen noch nicht gelungen, sich die in
Ihrer Frihkindheit von Ihnen spielerisch entdeckten mathematischen Theoreme ausreichend
bewuf3t zu machen.

Computerexperimente

Um die geometrische Interpretation von Vektoren besser zu verstehen, fihren wir einige
Computerexperimente durch. Wir verwenden dabei die Funkticoerd, point und shift
aus der LibrantinAlg.r.

Wir zeichnen zunéchst ein Koordinatensystem:
> coord(xlimec(-5,5),ylimeec(-5,5))

Mit den Funktionerpoint undshift kbnnen wir Punkte und Pfeile einzeichnen. Nach jedem
Zeichenvorgang muf3 mit einem Mausklick die Position der Beschriftung festgelegt werden.
Die Funktionshift besitzt auRerdem eine Optidrom=c(0,0), mit der der Anfangspunkt
eines Pfeils festgelegt werden kann.

Mit diesen Funktionen kdnnen wir nun experimentieren.

a=c(2, 3)
poi nt (a)
shift(a)
shift(a, fromec(1,-1))

vV V V V

Die Verschiebung eines Punktes:

p=c(-2,-3)
g=c(1,1)
poi nt (p)

poi nt (q)
shift(qg-p, from=p)

V V.V V V

Die Vektoraddition:

p=c(-3,-3)
a=c(1,3)

b=c(4, 2)

shift(a, fronep)
shi ft (b, fromep+a)
shi ft (a+b, f r om=p)

V V.V V VYV

Multiplikation einer Verschiebung mit einer Zahl

Bei der Multiplikation eines Vektors mit einer positiven Zahl behalt der Pfeil, der den Vektor
darstellt, seine Richtung bei. Es &ndert sich seine Lange. Wir werden spater sehen, wie man
die Lange eines Vektors berechnet.
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Eine negative Zahl dreht bei Multiplikation mit einem Vektor die Pfeilrichtung um.

Aus diesen Beobachtungen ergeben sich die folgenden Begriffe.

(2.2) DEFINITION:

Zwei Vektorena,b € R™ heiBenproportional (in Zeichena||b), wenn entwedea = \b
oderb = pa fir A € R undp € R. Sind zwei proportionale Vektorea b von Null
verschieden, so heif3en gjkeich gerichtet, wenn der Proportionalitétsfaktor positiv ist,
undentgegengesetzt gerichtet, wenn der Proportionalitétsfaktor negativ ist.

Aufgaben

(2.3) Aufgabe: Gegeben seien die zwei Vektoren = (1,4,-3,2,5,—1) undb =
(16,13,10,7,4,1). Berechnen Sie

1. a+ 3b,
2. 2a—h.

(2.4) Aufgabe: Gegeben sind die Vektorem und b aus Beispiel 2.3, der Vektar =
(a1, a2, as,a1,a2,a3), der aus Komponenten vam gebildet wird, und der Vektod
(4,5,6,7,8,9). Berechnen Siéc + 2d — a — 3b.

(2.5) Aufgabe: Bei der Zusammenstellung eines Wertpapierportfolios haben Sie die Aus-
wahl unter Anteilsscheinen an drei Investmentfot@sF, und F3. Alle drei Fonds habe

ihr Vermdgen ausschlief3lich in Aktien der UnternehmeriB und C investiert mit der fol-
genden prozentuellen Verteilung:

Anteile in %

Unternehmen |, Fy, Fji
A 10 50 20
B 70 40 20
C 20 10 60

Wenn Sie 25 Stiick voi}, 120 Stiick vont, und 60 Stiick vorFs erwerben, wie verteilt
sich dann lhr investiertes Kapital auf die Unternehrmdei3 undC'?

L dsung: Wir formen drei Vektorerfy, f> undf; mit den Anteilsverteilungen der Fonds:

> f1=c(0.1, 0.7, 0. 2)
> f2=¢(0.5,0.4,0.1)
> £3=c(0.2,0.2,0.6)

Ein Portfolio zusammenzustellen bedeutet, dimeear kombination dieser drei VVektoren
Zu bilden:

> z=25*f 1+120*f 2+60*f 3
>z
[1] 74.5 77.5 53.0

Um die prozentuelle Verteilung des Portfolios auf die drei Unternehmen zu erhalten, be-
rechnen wir die Summe der Komponenten und dividiereinrch diese Summe:

> v=z/sum(z)
> v
[1] 0.3634146 0.3780488 0.2585366
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In diesem Portfolio sind daher 36.3% des Kapitalslir37.8% inB und 25.9% inC' inve-
stiert.

(2.6) Aufgabe: Es seiena = (12,43,37,-32), b = (-22,42,0,25), ¢ =
(—31,62,84, —90) Vektoren.

a) Bestimme einen Vektat so, daB3(a+ 5d) = —b + d.

b) Bestimme einen Vektai so, dafa + 2d — 5b + 7d = 2(d + 3b) —c.

c) Gibt es eine Zaht, sodafy3 + 2s)a+ 4b = sa— 2c ?

d) Gibt es einen Vektog, soda@Ba+ 2+ 4b=q—2c?

(2.7) Aufgabe: Es seiend = (1,1), B = (4,2) undC = (2,5) die Eckpunkte eines
Dreiecks.

a) Wie lauten die Verschiebungsvektoren der Seiten des Dreiecks ?

b) Wie kann man den Verschiebungsvektor einer Seite durch die Verschiebungsvektoren der
beiden anderen Seiten berechnen ?

c) lllustrieren Sie die Aufgabe durch eine Grafik.

(2.8) Aufgabe: Gegeben sind die Punkt¢ = (3,4) und B = (5,2). a undb seien die
dazugehodrenden Vektoren.

a) Berechnen Sie den zum Puitkgehérenden Vektar = 1 (a+ b).

b) lllustrieren Sie die Aufgabe durch eine Grafik.

Unter einerSchwerlinie eines Dreiecks versteht man die Verbindungsstrecke von einem
Eckpunkt zum Halbierungspunkt der gegeniberliegenden Seite.

(2.9) Aufgabe: Es seiend = (1,1), B = (4,2) undC = (2,5) die Eckpunkte eines
Dreiecks.

a) Berechnen Sie die Verschiebungsvektoren der Schwerlinien des Dreiecks.

b) Wie laRt sich eine Schwerlinie durch die beiden anderen berechnen ?

c) lllustrieren Sie die Aufgabe durch eine Grafik.

Unter einem Parallelogramm versteht man ein Viereck, bei dem gegentiberliegenden Seiten
die gleichen Verschiebngsvektoren besitzen (dh. gleich lang und parallel sind).

(2.10)Aufgabe: Es seied = (1,1), B = (4,2) undC = (3,4) undD = (2, 3) Eckpunkte
eines Vierecks.

a) Berechnen Sie die Halbierungspunkte der Seiten des Vierecks.

b) Zeigen Sie, dal? die Halbierungspunkte ein Parallelogramm aufspannen.

c) lllustrieren Sie die Aufgabe durch eine Grafik.

(2.11)Aufgabe: Es seieru = (2,1) undv = (2, 3) zwei Verschiebungsverktoren.
a) Zeichnen Sie dia undv ausgehend von Ursprung des Korrdinatensystems.
b) Berechnen Sie und zeichnen Sie den Verschiebungswektar.

¢) Es sem = 3u undb = 3v. Berechnen und zeichnen Sigb undb — a.

d) Begriunden Sie rechnerisch, dass a zuv — u parallel ist.

Es seieru, b € R™ beliebige Vektoren. Dann nennt man die Menge
M :={xeR":x=caa+pgbfira+5=1,a>0,6>0}
die Verbindungsstrecke zwischen den Vektoreaundb.

(2.12) Aufgabe: Gegeben seien die Vektoren= (—3,1) undb = (2,—3). Geben Sie
drei Punkte an, die auf der Verbindungsstrecke zwisehaemdb liegen. Illustrieren Sie die
Aufgabe durch eine Grafik.

Es seiert € R™ undt € R", t # o, Vektoren. Dann heil3t die Menge
glat):={xeR":x=a+ A, A e R}
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eineGerade durch den Punka mit dem Richtungsvektdr

(2.13)Aufgabe: Gegeben sei die Geragelurch den PunkP = (2, 1) mit Richtungsvektor
t=(3,4).

a) Zeichnen Sie funf verschiedene Punkte der Geragden

b) Welche der folgenden Vektoren kommen als Richtungsvektoren der Geyadeint in
Fragei(1,3), (—3,-2), (3,—4), (0,—32)

1. Welche geometrischen Interpretationen von Vektoren kennen Sie ?

2. Erklaren Sie die geometrische Interpretation der elementaren rechenoperationen fr
Vektoren (Addition, Subtraktion, Multiplikation mit einer Zahl).

3. Wie berechnet man den Halbierungspunkt der Verbindungsstrecke von zwei Punk-
ten ?

In der Statistik spielen Vektoren eine grof3e Rolle. Sie treten aber in mehreren unterschiedli-
chen Bedeutungen auf. Die wichtigsten davon sbatenlisten undDatenvektoren. Worin
besteht nun der Unterschied zwischen diesen Begriffen.

Zunéachst erinnern wir uns daran, daf? man in der Statistik grundsétzlich zwischen
suchungsobjekten (Cases) undMerkmalen (Variablen) unterscheidet. Das Datenmateri-

al, welches einer statistischen Untersuchung zugrundeliegt, besteht in der Regel aus einer
Datenmatrix, deren Zeilen den Cases und deren Spalten den Variablen entsprechen. Ein
einzelner Spaltenvektor enthalt also éespragungen (realizations) einer einzelnen Va-
riablen firr alle Cases. So etwas nennt man Eiaeenliste.

In der Statistik werden Datenlisten einzelner Variabler durch Spaltenvektoren darge-
stellt.

Wenn man sich aber fiir die Ausprdgungen mehrerer Variabler bei einem einzigen Case
interessiert, mufd man eine Zeile der Datenmatrix anschauen. so etwas nennt man einen
Datenvektor.

In der Statistik werden Datenvektoren einzelner Cases durch Zeilenvektoren darge-
stellt.

Die Unterscheidung zwischen Datenlisten und Datenvektoren ist uns aus der elementaren
Statistik gelaufig. Untersucht man z.B. die Korrelation von zwei Variablen, so kann man
das Datenmaterial entweder als Liste von Datenpaaren (zweidimensionale Datenvektoren)
ansehen und diese Datenpaare in einem Streudiagramm zeichnen. Oder aber man sieht das
Datenmaterial als Paar von Datenlisten an und versucht eine Liste durch die andere zu er-
kléaren.

Wir beginnen damit, statistische Datenlisten (also die Spalten einer Datenmatix, oder in
anderen Worten: statistische Variable) mit den Begriffen und Methoden der Vektrorechnung
zu behandeln. Spater werden wir auch die Zeilen von mehrspaltigen Datenmatrizen mit
Mitteln der linearen Algebra untersuchen.

Wir wissen aus der LV Statistik bereits sehr viel Giber Datenlisten. Daher kénnen wir uns
hier darauf beschrénken, die technischen Fragen zu besprechen.
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2.3.1 Datensatzein R

Statistische Daten werden in R meistens als Datenframes gespeichert. Dabei handelt es sich
um Datenmatrizen mit Zeilennamen und Spaltennamen. Darlber hinaus kénnen Spalten,
die qualitative Variable enthalten, das Klassenattribaiior erhalten. Sie werden dann vom
R-System anders behandelt als Spalten mit quantitativen Variablen.

Das Datenver zeichnis

Wir erstellen ein Unterverzeichnis unseres Arbeitsverzeichnisses, z.B.
C \Wrkspace\ R dat a

In das Unterverzeichnidata kopieren wir die Datei:

statl ab. t xt

Die Dateistatlab.txt enthalt den Datensatz, den wir fir unsere statistischen Beispiele ver-
wenden werden. Der Datensatz und seine Beschreibung stehen auf der Homepage der LV
zu Verfugung.

Daten einlesen

Die einfachste Mdoglichkeit besteht darin, den Befgétia(statlab) zu verwenden. Um das
zu tun, muf3 sich das Filgatlab.txt allerdings im Unterverzeichnidata des Arbeitsver-
zeichnisses befinden.

Es ist aber hilfreich zu wissen, wie man ein Textfile grundsatzlich einlesen kann. Dazu
dienen die folgenden Hinweise.

Das Filestatlab.txt enthalt Daten im Ascii-Format mit Spaltentberschriften. In jeder Zeile
sind die Daten durch Blanks getrennt. Dezimaltrennzeichen ist der Punkt.

Um den Datensatzatlab mit dem folgenden Befehl einlesen zu kénnen, muf3 sich das File
statlab.txt im Arbeitsverzeichnis befinden.

> statlab <- read.table(file="statl ab.txt", header =TRUE, sep="", dec=".")

Wichtig: sep="" bedeutet, dal jede zusammenhangende Folge von Blanks als ein einziges
Trennzeichen behandelt wird. Wirden wir sep="" eingeben, dann wirde jedes einzelne
Blank als Trennzeichen interpretiert.

Wir stellen nun die Anzahl der Zeilen und Spalten des Datensatzes fest:

> di m( st at| ab)
[1] 1296 34

sowie die Variablennamen:

> nanes(statl ab)

[1] " CODE" "CBSEX" " (CBB" "CBLGTH' "CBWGT" " CBMO'

[7] "CBD " CBHR' "CTHGHT" " CTwaet " CTL" " CTPEA"
[13] "CTRA" " MBB" " MBAG' "MBWGT" " MBO' " MBSM'
[19] "MIHGHT" "MIWGT" " MIE" "MIro' " MISM' " FBAG'

[25] "FBO' " FBSM' "FTHGAT" " FTWGT" " FTE" "FTO'
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[31] "FTSM "FI B" "FIT "FC'

Um den Datensatz zu Ganze anzuzeigen, verwenden wir

> data. entry(statl ab)

Dadurch wird der Datensatz in einem Spreadsheet-ahnlichen Fenster angezeigt.

Wichtig: Wenn wir Daten bei dieser Anzeige @andern, hat das unmittelbar Auswirkung auf
den gespeicherten Datensatz. Er wird dadurch verandert.

Variablennamen: Attach

Nach dem Laden eines Datensatzes sind die einzelnen Variablen noch nicht unter inrem
Namen erreichbar:

> CBB
Error: Object "CBB" not found

Dies liegt daran, daf3 sich der Datenssittlab noch nicht im Suchpfad befindet:

> search()
[1] ".d obal Env" "package: ctest" "Autol oads”
[4] "package: base"

Um den Zugriff auf die einzelnen Variablen des Datensatzes zu vereinfachen, verwenden
Wir:

> attach(statl ab)
Dieser Befehl fiigt dem Suchpfad das Objstietlab hinzu:

> search()
[1] ".d obal Env" "statlab" "package:ctest" "Autol oads"
[5] "package: base"

und nun sind alle Variablen des Datensatzes unter ihrem Spaltennamen dem System bekannt
und erreichbar:

> CBB
[1] 22 7655765625555 1556558€6

2.3.2 Univariate Datenanalyse mit R

Wir haben nun statistische Variable als Vektoren gespeichert und in R verfligbar. Nun be-
sprechen wir die einfachtsen statistischen Analyseschritte.

Sortieren und Haufigkeiten

Bei Datenvektoren, die Variable darstellen, interessiert man sich in der Regel nur fur die
Verteilung der Komponenten, dh. man vernachlassigt die Reihenfolge.

Daher besteht ein erster Schritt der Datenanalyse im Sortieren der Daten:
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> x=c¢(3,1,4,7)
> sort(x)
[1] 1347

Den Rang (die Platzziffer) der einzelnen Komponenten erhalt man durch:

> order (x)
[1] 213 4
> x[order(x)]
[1] 1347

Falls Bindungen auftreten, ist die Menge der auftretenden Werte von Interesse:

> MIE
[1] 1
[32] 2
[63] 4
[94] 3

W wnN w
N WNDN
P WwN
N WNDN
N WDNDN
W WwWwNN
NDNDNDN
NDNDNW
NDNDNDN
WNDN PP
WNWN
P W weRkr
NDNDNDN
WNDNDN
N WWN
WNWN
NFEEFEPDN
NDNDN W
W NN O
W wmMNN
A OWDNDN
NP, WWw
WNDNW
WNDNDN
WNWN
NN WN
wWwwhmN
N WNN
N WDN W
W wmMNN

> uni que( MTE)
[1] 1320 4
Levels: 012 3 4

Ein Haufigkeitstabelle erhalten wir durch

> tabl e( MIE)
MTE

o 1 2 3 4
26 101 494 384 291

Variablentypen

Fur statistische Analysen ist grundsatzlich der Variablentyp zu beachten. Die allereinfach-
ste Unterscheidung erfolgt zwischen qualitativen und quantitativen Variablen. In R werden
gualitative Variablen als Faktoren bezeichnet.

Beim Einlesen einer Datenmatrix in einen Dataframe betrachtet R (als Voreinstellung) jede
numerische Datenspalte als quantitativ, und jede nichtnumerische Datenspalte als Faktor.

Wir wollen die Variable CBB untersuchen. Das ist eine numerisch kodierte qualitative Va-
riable. R glaubt zunachst (auf Grund der numerischen Kodierung), da es sich um eine
guantitative Variable handelt. Das kann man unter anderem daraus sehen, daf? mit dem Be-
fehl

> sunmar y( CBB)
Mn. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
1. 000 5. 000 6. 000 5.531 6. 000 9. 000

eine Zusammenfassung der Datenliste erstellt wird, die sich fur qualitative Variable nicht
eignet.

Wenn numerisch kodierte Datenspalten als Faktoren behandelt werden sollen, dann muf3
das dem R-System mitgeteilt werden:

> CBB <- factor(CBB)
> summar y( CBB)
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
61 64 22 6 481 376 145 56 85

Diese Haufigkeitstabelle ist nun eine angemessene Zusammenfassung der Datenliste einer
gualitativen Variablen.

Diagramme

Einfache Diagramme erhalt man mit der Funktot. Diese Funktion liefert fir Faktoren
(qualitative Variable) die Ublichen Balkendiagramme. Bei quantitativen Variablen gibt es
aber keine brauchbare Voreinstellung.

Wir gehen daher so vor:
> pl ot (uni que( CTHGHT) , t abl e( CTHGHT) , t ype="h", | wd=1)
Ein interessantes anderes Bild bietet

> x=rnor n(100)
> pl ot (uni que(x), tabl e(x),type="h", | wd=1)

Um eine empirische Verteilungsfunktion zu zeichnen, laden wir die Libsaagfun. Die
Herstellung des Diagramms erfolgt durch

> library(stepfun)
> pl ot (ecdf (CTWGT) )

Es sind in R noch zahlreiche weitere Diagramme verfligbar (Histogramme, Dichteschétzer,
Boxplots, usw.). Wir verweisen auf das Hilfesystem von R und weiterfihrende Literatur.

Statistische M al3zahlen

R stellt Funktionen zur Berechnung aller wichtigen Verteilungsmaf3zahlen zu Verfligung.

Mittelwert: mean
Varianz: var
Standardabweichung: sd
Median: median
Quantile: quantile
Maximum: max
Minimum: min

Bei Varianz und Standardabweichung ist zu beachten, dass es sich dabei um jene Versionen
handelt, bei denen dureh— 1 statt durchn dividiert wird.

Man kann diese Maf3zahlen auch auf die Spalten einer Datenmatrix anwenden:

> xx=dat a. f rame( CBLGTH, MBAG FI T)
> appl y(xx, 2, mean)
CBLGTH VBAG FIT
20. 39252 28.27778 155. 19444
> appl y(xx, 2, medi an)
CBLGTH  MBAG FIT
20.5 27.0 144.0
> appl y(xx, 2, quantil e, prob=0. 1)



2.3. STATISTISCHE INTERPRETATION VON VEKTOREN 23

CBLGTH  MBAG FI'T
19 21 87

Aufgaben

(2.15)Aufgabe: Beurteilen Sie im Datensasratlab die Typen der Variablen.

(2.16) Aufgabe: Bestimmen Sie die Haufigkeitsverteilungen der Variablen im Datensatz
statlab.

(2.17) Aufgabe: Datensatztatlab: Wie hoch ist das durchschnittliche, das minimale und
das maximale Geburtsgewicht von Kindern mit einer Mutter, die alter als 35 Jahre ist ?

L dsung:

> i =whi ch( MBAG>35)
> mean( CBWGT[ i ])
[1] 7.552632

> max( CBWGT[i])
[1] 10.6

> mn(CBWGT[i])
[1] 4.5

(2.18)Aufgabe: Datensatztatlab: Wie haufig sind Elternpaare, bei denen der Vater junger
als die Mutter ist ?

L dsung:

> sun( MBAG-FBAG)
[1] 123

(2.19)Aufgabe: Datensatztatlab: Sind unter den Familien mit den 10 Prozent intelligen-
testen Kindern die Mutter Uber 30 Jahren Uberreprasentiert oder unterrepréasentiert ?

L dsung:

> x=quanti | e( CTPEA, 0. 9)
> X
90%
91
> | =whi ch( MBAG>30)
> sum( CTPEA[i]>=91) /1 engt h(i)
[1] 0.1442080
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M atrizen

3.1 Matrizenrechung mit R

Wir haben in der LV Mathematik schon viel Uber Matrizen und Matrizenrechnung erfahren.
Daher genugt es vorerst, dartiber zu sprechen, wie man in R mit Matrizen arbeitet.

Der Begriff einer Matrix

Im Gegensatz zu einem Vektor hat eine Matrix nicht nur eine Lénge. Sie hat vielmehr zwei
Dimensionen, namlich die Anzahl der Zeilen und die Anzahl der Spalten:

> A=matrix(1: 6, nrow=2, ncol =3)
> A

(.1 [.2] [,3]
[1,1] 1 3 5
[2,] 2 4 6

Das war ganz einfach. Wir wollen aber genauer hinter die Kulissen schauen.
Ein Matrix in R hat das Attributim, welches die Anzahl der Zeilen und Spalten enthalt:

> di n(A)
[1] 2 3

R weiss was eine Matrix ist:

> is.matrix(A)
[1] TRUE
> is.vector(A)
[1] FALSE

Wenn wir dasdim-Attribut verdndern, dann andert sich die Gestalt der Matrix, aber nicht
der Wert ihrer Komponenten:

> di m(A) =¢(3, 2)

> A

[,1] [.2]
[1,] 1 4
[2,] 2 5
[3,] 3 6
> di n(A)=c(1, 6)
>
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[.1] [.2] [.3] [.4] [.3] [.6]

[1,] 1 2 3 4 5 &
> di m(A) =c(6, 1)
> A
[, 1]
[1,] 1
[2,] 2
[3,] 3
[4,] 4
[5] 5
[6,] 6

Man kann daslim-Attribute auch ganz streichen. Dann wird die Matrix zu einem Vektor:

> di n{ A) =NULL

> A

[1] 1 23456
> is.mtrix(A)

[1] FALSE

> is.vector (A

[1] TRUE

Umgekehrt kann man aus jedem Vektor eine Matrix machen, indem mattirda&ttribut
setzt:

> y=1:4
>y
[1] 1 2 3 4
> dim(y)=c(2, 2)
>y

[.1] [, 2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4

Spaltenvektoren und Zeilenvektoren im Sinn der Matrizenrechnung sind nicht Vektoren im
Sinn von R, sondern spezielle Matrizen:

> a=1:5
> a
[1] 1 23 45
> i s.vector(a)
[1] TRUE
> di ma)=c(1,5)
> a
[.11 [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] 1 2 3 4 5
> is.vector(a)
[1] FALSE
> is.matrix(a)
[1] TRUE
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Erzeugung von Matrizen

Im einfachsten Fall werden Matrizen dadurch erzeugt, dass man einen Vektor erzeugt, und
diesen mit einendim-Attribut versieht. Die Funktiomatrix fihrt genau das durch.

Matrizen kdnnen neben dedim-Attribut auch noch das Attribulimnames haben. Das
sind Namen fur die einzelnen Zeilen und Spalten:

> A=matri x(1: 6, nrow=2, ncol =3)

> A
[.1] [.2] [,3]

[1,] 1 3 5
[2,] 2 4 6
> di manmes(A)=list(c("a","b"),c("x","y","z"))
> A

Xy z
al35
b246

Diese Namen stehen in einer Liste. Komponenten einer Liste kan man einzeln ansprechen:

> di manes(A)[[1]]
[ 1] n a'll n bll

> di manes(A)[[2]]
[1] IIXII Ilyll IIZII

Eine andere Mdglichkeit, Matrizen zu erzeugen, bestehtim Zusammenbinden von Vektoren.
Entweder als Spalten:

> x=c(1, 2, 3)
> y=c(4,5, 6)
> cbind(x,y)
X'y
[1,] 1 4
[2,] 25
[3,] 36

oder als Zeilen:

> rbind(x,y)

(.1 [.2] [,3]
x 1 2 3

y 4 5 6
Schliellich gibt es einfache Mdglichkeit, Diagonalmatrizen zu erzeugen:

> diag(c(1,2,3))
[.1] [.2] [.3]

[1,] 1 0 O
[2,] 0O 2 0
[3,] O 0 3

zum Beispiel die Einheitsmatrix:

> diag(rep(1,8))
(.11 [.2] [.3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8]
1

[1,] o o o0 0 ©O0 0 ©
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M atrizenrechnung

Die elementaren Rechenoperationen funktionieren so, wie man es erwartet:

> A=matri x(1: 12, nrow=4, ncol =3)
> B=nmatri x(5: 16, nrow=4, ncol =3)

> A+B

[.1] [.2] [,3]
[1,] 6 14 22
[2,] 8 16 24
[3,] 10 18 26
[4,] 12 20 28
> A B

[,1] [.2] [,3]
[1,] -4 -4 -4
[2,] -4 -4 -4
[3,] -4 -4 -4
[4] -4 -4 -4
> 2% A

[,1] [.2] [,3]
[1,] 2 10 18
[2,] 4 12 20
[3,] 6 14 22
[4,] 8 16 24
> -B

[.1] [.2] [,3]
[1,] -5 -9 -13
[2,] -6 -10 -14
[3,] -7 -11 -15
[4,] -8 -12 -16

Man kann Matrizen mit gleichedim-Attributen auch komponentenweise multiplizieren

und dividieren:

> A*B
[.1] [, 2]
[1,] 5 45
[2,] 12 60
[3,] 21 77
[4,] 32 96
> A/B
[,1]
[1,] 0.2000000
[2,] 0.3333333

[.3]
117
140
165
192

[.2]

[.3]

0. 5555556 0. 6923077
0. 6000000 0. 7142857
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[3,] 0.4285714 0.6363636 0.7333333
[4,] 0.5000000 0.6666667 0.7500000

Allerdings haben diese Rechenoperationen nichts mit der Matrixmultiplikation im Sinn der
Matrizenrechnung zu tun. Die eigentliche Matrixmultiplikation erfolgt so:

> C=matrix(3:8, nron=3, ncol =2)

> A% UC

[,1] [.2]
[1,] 68 113
[2,] 80 134
[3,] 92 155
[4,] 104 176

Die Matrixmultiplikation erfordert, dass die Matrizen so zusammenpassen, wie es die Ma-
trizenrechnung vorschreibt:

> A% 9B
Error in A %% B : non-confornabl e argunents

Matrizen kann man transponieren:

> A

[.1] [.2] [,3]
[1,] 1 5 9
[2,] 2 6 10
[3,] 3 7 11
[4,] 4 8 12
> t(A

[,1] [.2] [,3] [,4]
[1,] 1 2 3 4
[2,] 5 6 7 8
[3,] 9 10 11 12

Beim Transponieren eines Produkts andert sich die Reihenfolge der Faktoren:

> A
[,1] [.2] [,3]
[1,] 1 5 9
[2,] 2 6 10
[3,] 3 7 11
[4,] 4 8 12
>
[,1] [.2]
[1,] 3 6
[2,] 4 7
[3,] 5 8
> t (A% %)
[,1] [.2] [,3] [,4]
[1,] 68 80 92 104
[2,] 113 134 155 176
> t(C) % % (A

(.1 [.2] [,3] [.4]
68 80 92 104

[1,]
[2,] 113 134 155 176
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Elimination und inverse M atrizen

Wir haben das Eliminationsverfahren kennengelernt, und wir wissen, dass man damit linea-
re Gleichungssystem lésen und Matrizen invertieren kann.

Das Eliminationsverfahren verwandelt eine Matrix in eine Form, die wir als Stufenform
bezeichnet haben. Der Fachausdruck dafiir lanaetreduced echelon form, kurz rref,
und das bedeutet: durch Zeileneliminaton gewonnene Skelettform.

In R istrref als Funktion nicht vorgesehen, und daher haben wir diese Funktion in unsere
Library aufgenommen:

> A=matri x(rnorn(20), 4, 5)
> rref (A
$echel on. form

[,1] [.2] [,3] [,4] [, 9]
[1,] 1 0 0 0 -2.15298825
[2,] 0O 1 0 0 0.27724896
[3,] O 0 1 0 0.02313954
[4,] O 0 0 1 0.80876803

$r ow. oper ati ons

[.1] [.2] [.3] [.4]
[1,] 0.30450910 -2.1179512 0.7316129 -0.61341499
[2,] -0.43476917 -0.1767498 -0.1754193 -0. 03315625
[3,] -0.08645671 -0.8147642 0.1773673 0.12281785
[4,] 0.14879617 0.3670251 -0.5871976 0.22482689

Ein anderes Beispiel wird spater noch eine wichtige Rolle spielen:

> B=matrix(21: 29, 3, 3)
> rref(B)
$echel on. form

(.1 [,2] [,3]

[1,] 1 0 -1
[2,] o 1 2
[3,] O 0 0

$r ow. oper ati ons

[,1] [,2] [,3]
[1,] -8.333333 8 0
[2,] 7.333333 -7 0
[3,] 1.000000 -2 1

Die Funktionrref gibt eine Liste zurlck, die aus den beiden Komponeette on.form
undrow.oper ations besteht. Die zweite Komponenten enthalt jene Matrix, die die Zeilen-
operationen angibt, die man zur Berechnung der ersten Komponenten, eben der Skelettform
durchfiihren muss:

> L=rref (B)$row. operations
> L

(.1 [.2] [.3]
[1,] -8.333333 8 0
[2,] 7.333333 -7 0
[3,] 1.000000 -2 1
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> L% 9B

[,1] [.2] [,3]
[1,] 1 0 -1
[2,] o 1 2
[3,] O 0 0

Bei einer reguléaren quadratischen Matrix besteht die Skelettform aus der Einheitsmatrix.
Auf diese Weise filhrt das Eliminationsverfahren zur inversen Matrix:

> k=sanpl e(-5:5, 9, repl ace=TRUE)
> k

[1] -3 3 5 3 0 5-2 2 3
> A=matri x(k, 3, 3)

> A

[.1] [.2] [,3]
[1,] -3 3 -2
[2,] 3 0 2
[3,] 5 5 3
> rref (A

$echel on. form

[,1] [.2] [,3]
[1,] 1 0 0
[2,] o 1 0
[3,] 0o o0 1

$row. operati ons

[, 1] [.2] [,3]
[1,] -3.3333333 -6.3333333 2
[2,] 0.3333333 0.3333333 0
[3,] 5.0000000 10.0000000 -3

> C=rref (A) $row. operations
> CU YA
[.1] [.2] [.3]

1,] 1.000000e+00 O 8.881784e-16
2,] -5.551115e-17 1 0. 000000e+00
3,] 0.000000e+00 0 1.000000e+00
round( C¥% %A, 5)

[.1] [.2] [.3]
[1,] 1 0 0
[2,] 0 1 0
[3,] 0 0 1

[
[
[
>

Regulare Matrizen kann man in R nsdlve invertieren:

> Cmatrix(c(1,4,3,7,5,2,4,8,6), nrow=3, ncol =3)

> C
(.1 [.2] [,3]

[1,] 1 7 4

[2,] 4 5 8

[3,] 3 2 6

>

>

D=sol ve( Q)
D



3.1. MATRIZENRECHUNG MIT R 31

[, 1] [, 2] [, 3]
1,] -1.0 2.4285714 -2.5714286
2,] 0.0 0.4285714 -0.5714286
3,] 0.5 -1.3571429 1.6428571

[, 1] [.2] [,3]
] 1 0.000000e+00 0
] 0 1.000000e+00 0
] 0 4.440892e-16 1
nd( C% 9D, 5)

[,1] [.2] [,3]
[1,] 1 0 0
[2,] o 1 o0
[3,] o o0 1

Man sollte sich aber dartber im klaren sein, dass das Invertieren ein Vorgang ist, der nicht
immer klappen muss. Meistens merkt es R, wenn eine Matrix nicht invertierbar ist:

> C=matrix(1:9,3,3)

> solve( QO

Error in solve.default(C) : Lapack routine dgesv:
systemis exactly singular

manchmal aber auch nicht:

> C=matrix(21: 29, 3, 3)

> C

(.11 [.2] [,3]
[1,] 21 24 27
[2,] 22 25 28
[3,] 23 26 29
> D=sol ve( Q)
> D

[, 1] [.2] [.3]
1,] -3.886798e+14 7.773596e+14 -3.886798e+14
2,] 7.773596e+14 -1.554719e+15 7.773596e+14
3,] -3.886798e+14 7.773596e+14 -3.886798e+14

[,1] [, 2] [, 3]
[1,] -0.375 1.625 -1.125
[2,] 0.500 0.500 -0.500
[3,] -0.625 -0.625 0.125

Man sollte sich daher immer vorher vergewissern, ob eine Matrix tatsachlich invertierbar
ist. Man macht dies, indem man ihren Rang feststellt, z.B. mit dem Eliminationsverfahren.

Apply und Sweep

Die Funktionapply berechnet Zusammenfassungen von Zeilen oder Spalten einer Matrix.
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Das folgende Beispiel berechnet Zeilensummen und Spaltenmittelwerte:

> A=matrix(1:12, 4, 3)
> appl y(A 1, sun

[1] 15 18 21 24

> appl y(A, 2, nean)
[1] 2.5 6.5 10.5

Man kann aber auch spezielle Funktionen definieren, um sie auf Zeilen oder Spalten anzu-
wenden, z.B. Quadratsummen der Zeilen:

> appl y(A 1, function(x) sum(x*x))
[1] 107 140 179 224

oder man kann die Komponenten der Spalten der Gré3e nach sortieren:

> B=matrix(rnorm(12), 4, 3)

> B

[.1] [.2] [.3]
[1,] 0.3630699 0.758481970 -0.4143960
[2,1] 0.7546151 0.997723025 1.2285883
[3,] -0.3812453 0.004898235 1.2107240
[4,] 0.1462320 -0.615993300 0.0342327
> appl y(B, 2, sort)

[.1] [.2] [.3]
[1,] -0.3812453 -0.615993300 -0.4143960
[2,] 0.1462320 0.004898235 0.0342327
[3,] 0.3630699 0.758481970 1.2107240

[4,] 0.7546151 0.997723025 1.2285883

Die Funktionsweep ermdglicht es, auf Zeilen oder Spalten Rechenoperationen anzuwen-
den. Im folgenden Beispiel dividieren wir die Zeilen einer Matrix durch vorgegebene Werte:

> A

[,1] [.2] [,3]
[1,] 1 5 9
[2,] 2 6 10
[3,] 3 7 11
[4,] 4 8 12
>

sweep(A 1,¢c(1,2,3,4),"1")

[, 1] [.2] [, 3]
] 1 5. 000000 9.000000
v ] 1 3. 000000 5.000000
] 1 2.333333 3.666667
] 1 2. 000000 3.000000

Aufgaben

(3.1)Aufgabe: Es sei

1 2 3 4
A=|5 6 7 8 ].
9 10 11 12

Bestimmen 3, asi, a3, azs. FUr welchei undjista;; = 7, 10, 4, 12?
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L ésung:

> A=matrix(1:12, 3, 4)
> whi ch( A==7, arr. i nd=TRUE)

row col
[1,] 1 3
(3.2) Aufgabe: Bestimme die2 x 3-Matrix mit der Eigenschaft;; =i + 25 — 3.
L dsung:
> i=c(1,2)
> j=c(1,2,3)
> A=outer(i,2%),"+")+3
> A

[.1] [.2] [.3]
[1,] 6 8 10
[2,] 7 9 11

(3.3) Aufgabe: Gegeben seien die folgenden Matrizen:

1 2 -3 3 1 5 1 0 2
A= 3 4 5 ,B=| 1 -4 7 ,C=1210|.
2 -1 7 2 1 3 0 0 1
a) Man bestimmé® so, dalA + D = B.

b) Man bestimmé so, dal (A — 2D) + 3B = D + 5C.
(3.4) Aufgabe: Es sei

(5 (00 (00

a) Man berechn@B, BA, BC, (AB)C, A(BC), A%.
b) Man berechné?, A2 — 5A + B, A(B + C), AB + AC, (A +B)?, A + 2AB + B2

(3.5) Aufgabe: Gegeben seien

1 4 3 0
A_<2 1>undB_(1 —6>'

a) Berechné\? + AB + BA + B2
b) Man uberpriife die Distributivgesetz&(B + C) = AB+AC, (A+B)C = AC+BC. )
Man zeige an einem Beispiel, daf3 im allgemeinen

(A+B)? # A% + 2AB + B2

(3.6) Aufgabe: Uberpriife das Assoziativgesetz der Matrizenmultiplikation anhand von

301 2 1
A—<§§_;>, B=|213], C= 02 |.
4 1 2 -1 2

(3.7)Aufgabe: Eine Vermogensanlagegesellschaft bietet dem Anleger an, mit Einzahlungen
in jeweils beliebiger Hohe Anteile an drei Portfolios zu erwerben, die ausschlie3lich aus
den vier Standartwerten A, B, C und D zusammengesetzt sind. Im Porfphetragt der
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wertmaiige Anteil der Papiere A bis D 70%, 10%, 10% und 10%%i20%, 30%, 20%
und 30% sowie inP; 10%, 0%, 80% und 10%.

Ein Anleger mdchte 250000 GE zu 33%, 18%, 29% und 20% in den Werten A bis D an-
gelegen. Ist dies durch den Erwerb von Anteilen ¥rbis P; mdglich? Wenn ja, wieviel
muf} er in die Portfoliog”, P, und P5 investieren?

L dsung: Wir bezeichnen mit+, zo undx; die Anteile anPy, P, und Ps, die gekauft werden
mussen. Sie sind die Lésung des folgenden linearen Gleichungssystems:

0.7v1 + 02z + 0.1xz3 = 82500 ( =33% von 25000
0.1z1 + 0.329 = 45000 ( =18% von 25000p
0.1z; + 02z + 0.8z3 = 72500 ( =29% von 250000
0.1zy + 03z + 0.1z3 = 50000 ( =20% von 250000
1 + Ty + rz = 250000 Investitionssumme

Wir stellen die Gleichungsmatrix auf und wenden das Eliminationsverfahren an:

> pl=c(0.7,0.1,0.1,0.1)
> p2=c(0.2,0.3,0.2,0.3)
> p3=c(0.1,0,0.8,0.1)
> p=c(0.33,0.18, 0. 29, 0. 2)
> A=r bi nd(chbi nd(pl, p2, p3, p*250000), c(1, 1, 1, 250000) )
> A
pl p2 p3
[1,] 0.7 0.2 0.1 82500
[2,] 0.1 0.3 0.0 45000
[3,] 0.1 0.2 0.8 72500
[4,] 0.1 0.3 0.1 50000
[5,] 1.0 1.0 1.0 250000
> rref (A) $echel on. form
pl p2 p3
[1,] 1 0 O 75000
[2,] 0 1 0 125000
[3,] 0O O 1 50000
[4] 0 0 O 0
[5,] 0 0 O 0

Das Gleichungssystem besitzt somit diedeutige L dsung:

z1 = 75000, z2 = 125000, x3 = 50000

(3.8) Aufgabe: Borsenmakler bieten Aktienpakete zum Verkauf an. Der erste bietet ein
Paket an, das 20 Aktien der Firmfg 50 der FirmaB, 30 der Firma C und0 der Firma D
enthalt. In einem Paket des zweiten Handlers befinden sich 100 Aktien der Ejrfader
Firma B, 50 der FirmaC' und 10 der Firma). Ein Kunde, der seine eigenen Vorstellungen
von Risikostreuung hat, méchte gerne 580 Aktien der Firm&00 der FirmaB, 370 der
Firma C und 400 Aktien der Firma erwerben. Ist es ihm moglich, die gewlinschte Zahl
von Aktien durch den Ankauf der beiden verschiedenen Sorten Aktienpakete - eventuell von
jedem Paket eine gewisse Anzahl - zu bekommen, oder muf3 er die Aktien einzeln erwerben
(was zu einem sehr viel hdheren Preis erfolgen muf3te)?

(3.9) Aufgabe: Eine Vermdgensanlagegesellschaft bietet dem Anleger an, mit Einzahlun-
gen in jeweils beliebiger Hohe Anteile an drei Portfolios zu erwerben, die auschliel3lich aus
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den vier Standartwerted, B, C' und D zusammengesetzt sind. Im Portfolp betragt der
wertmafige Anteil der Papiergbis D 50%, 0%, 40% und 10%, ift, 20%, 20%, 50% und

10% sowie inP; 0%, 30%, 40% und 30%. Ein Anleger méchte ein Portfolio zusammen-
stellen, in welchem die Wertéd, B, C und D mit 22%, 18%, 46% und 14% enthalten sind.
Falls dies Giberhaupt mdglich ist, wie mul3 er die fur dieses Investment vorgesehene Summe
prozentuell aufP;, P, und P; verteilen?

In diesem Abschnitt setzen wir die Einfihrung in die Input-Output Analyse fort, die wir in
der LV Mathematik begonnen haben. Insbesondere wollen wir die Input-Output Analyse in
Zukunft mit R durchfuhren.

3.2.1 DieKostenseitedes|nput-Output Modells

Wir setzen nun die Untersuchung des Input-Output Modells aus der LV Mathematik fort.

Es seiA eine Technologiematrix mit der Eigenschaft, daf3 die Mdrix A invertierbar ist
und(E — A)~! nur nichtnegative Elemente besitzt.

Das Input-Output Modelk = Ax + b beschreibt die Glterseite des Wirtschaftsprozes-
ses. Wenn das Modell auf einem Markt realisierbar sein soll, miissen Preise existieren, die
sicherstellen, daf? der Markt im Gleichgewicht ist.

Es gibt zwei Arten von Preisen. Erstens gibt es Preise flir den Handel mit Gltern. Zweitens
gibt es Arbeitsléhne (wages) fur die Produktion von Glitern. Es sei

w = (w1, wa, ..., wy)

der Vektor der Arbeitslohne, die von den einzelnen Wirtschaftszweigen fiir die Produktion
jeweils einer Mengeneinheit zu bezahlen sind. Aul3erdem sei

pt = (p17p27 ... 7pn)

der Vektor der Guterpreise, die sowohl fur den Handel zwischen den Wirtschaftszweigen
als auch fur den Endverbrauch gelten sollen.

Wir nehmen an, die Lohne seien vorgegeben. Damit der Wirtschaftszwgidie Kosten
der Produktion einer Mengeneinheit decken kann, muf3 der erzielte Preis fiir eine produ-
Zierte Mengeneinheit mit den dafur anfallenden Kosten Ubereinstimmen, dh. es mul3 die
Beziehung

pj = aijp1 + azjpz + -+ + anjpn + w; (3.1)

gelten. Indem man diese Gleichung fir alle Wirtschaftszweige fordert und in Matrixschreib-
weise zusammenfalit, so erhalt man

p! = p'A +w. (3.2)
Daraus kann man zum gegebenen Lohnvektden erforderlichen Preisvektprdurch
p' =w(E-A! (3.3)

berechnen.
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Ein Preis-Lohnsystertp, w) ist aber nur dann realisierbar, wenn das Einkommen der End-
verbraucher ausreicht, um die fur den Endverbrauch bestimmten Gutermengen zu bezahlen.
Das Einkommen der Endverbraucher besteht aus den Léhnen flr die produzierten Giter-
mengene; und regelt die Nachfrage:

Nachfrage = wiz1 + woxs + - - - + wpx, = WX.

Diesem Wert der Nachfrage stehen als Angebot die fur den Endverbrauch vorgesehenen
Gutermengeid; mit den entsprechenden Preisen gegenuber:

Angebot = p1by + paba + - -+ + ppby, = P'b.

Am Markt herrscht Gleichgewicht, wenn Angebot und Nachfrage gleich grof3 sind. Wir
stellen nun die Frage, ob in einem Input-Output Modell diese Gleichgewichtsbedingung
erflllt ist. Der folgende Satz zeigt, daf3 das immer der Fall ist.

(3.10) &Tz:
Wenn in einem Input-Output Modell die Gré3erb, w undp durch die Gleichungen

Xx=Ax+b und p'=pA+w
zusammenhéngen, dann herrscht Gleichgewichtyoh= p'b.

BEGRUNDUNG. Es giltimmemw'x = (p! — p!A)x = p!(x — Ax) = p'b. O

(3.11) BEISPIEL
Gleichgewichtspreise

Wir setzen das Einfuhrungsbeispiel aus dem Mathematik-Skriptum fort. Die M&rix
A)~! wurde dort berechnet. Wir wollen nun die Kostenseite dieses Modells untersuchen.

Wir nehmen an, daR die Lohne in den drei Wirtschaftssektoren durch den \ekter
(10,100, 30) gegeben sind. Die Produktion einer Tonne Weizen wird also mit 10 GE ent-
lohnt, usw. Damit die Wirtschaft im Gleichgewicht ist, miussen die Preise dpirck

WHE — A)~L, dh.

3,4208 29,3897 11,0814
(10,100,30) [ 0,0922  2,2709 0,3972 | = (51,0064 , 619,9143 , 217, 3448)
0,2527 3,2976  2,2270

festgelegt werden.

Es sollen nun die Lohne im Sektor Ackerbau um eine Geldeinheit erhéht werden. Wie wirkt
sich diese Lohnerhéhung auf die Gleichgewichtspreise aus ?

Der Lohnvektor verandert sich ugj = (1,0, 0). Der neue Preisvektay ergibt sich dann
aus
¢ = W+e)E-A
W(E-A)+e(E-A!
= p'+e(E-A)"

Die Preisanderungen betragen somit
o —pf =€e(E—-A)"! =(3,4208, 29,3897, 11,0814)

und sind mit der ersten Zeile der Matrix(E — A)~! identisch.
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3.2.2 Ein Musterbeispiel

Als Einstimmung zeigen wir, wie man ein Beispiel aus der Input-Output Analyse mit R
|6sen kann.

Gegeben ist eine Input-Output Tabelle:

> tabelle <- edit(matrix(0, nrow=3, ncol =4))
> tabelle
coll col2 col 3 col4
[1,]1] 200 90 120 40
[2,] 7 6 3 5
[3,] 18 12 15 15

Wir isolieren die Matrix, die aus den ersten drei Spalten besteht:

> T <- tabelle[, 1: 3]
> T

coll col 2 col3
[1,]1] 200 90 120
[2,] 7 6 3
[3,] 18 12 15

und den Spaltenvektor des Endbedarfs:

> b <- tabelle[, 4, dr op=FALSE]

> b

[, 1]
[1,] 40
[2,] 5
[3,] 15

Dann berechnen wir den aktuellen Outputvektor als Zeilensummen der Input-Output Tabel-
le:

> x <- apply(tabelle, 1, sum
> X
[1] 450 21 60

Wir warten noch einen Moment, bevor wir den Outputvektpder nur ein R-Vektor ist,
in einen Spaltenvektor umwandeln. Wir brauchen namlich den R-Vektor vorher noch zur
Berechnung der Technologiematrix.

Um die Technologiematrix zu berechnen, missen wir die Spaltea domch die Kompo-
nenten vorx dividieren:

> A=sweep(T,2,x,"/")
> A

col 1 col 2 col 3
[1,] 0.44444444 4.2857143 2.00
[2,] 0.01555556 0.2857143 0.05
[3,] 0.04000000 0.5714286 0.25

Der Ubersichtlichkeit halber stellen wir die Elemente der Technologiematais Briiche
dar:

> |i brary( MASS)
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> fractions(A)

coll col2 col3
[1,] 4/9 30/7 2
[2,] 7/450 2/7 1/20
[3,] 1/25 a4/ 7 1/ 4

Nun machen wir auch den Outputvekiozu einem Spaltenvektor:
> di m(x)=c(3,1)

> X
[,1]
[1,] 450
[2,] 21
[3,] 60

Die Input-Output Gleichung besagt, dainit

> AW % +b
[, 1]
[1,] 450
[2,] 21
[3,] 60

identisch ist.

Nun sollen die Lieferungen des Sektors 2 an den Endverbrauch verdoppelt werden und die
Lieferungen der anderen Sektoren halbiert. Wie ist der Output zu planen ?

Der neue Endverbauchsvektor lautet also:

> b.neu <- matrix(c(20,10,7.5),3,1)

> b. neu
[,1]
[1,]1 20.0
[2,] 10.0
[3,] 7.5

Wir definieren die Einheitsmatrix

> E <- diag(c(1,1,1))

> E

(1] [.2] [,3]
[1,] 1 0 0
[2,] o 1 O
[3,] 0o 0 1

und berechnen

> X.neu <- solve(E-A) % %. neu

> X.heu

[,1]
[1,] 445.42291
[2,] 27.53158
[3,] 54.73233

Die Lohne in den drei Wirtschaftssektoren betragen 10, 100 und 30 GE pro Produktion
einer Mengeneinheit. Wie missen die Preise festgelegt werden, damit die Wirtschaft im
Gleichgewicht ist ?
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Wir bilden den Zeilenvektor der Lohne

> w <- matrix(c(10, 100, 30), nrow=1, ncol =3)
> w

[,1] [.2] [,3]
[1,] 10 100 30

und berechnen

> w8 %sol ve( E- A)

[,1] [,2] [,3]
[1,] 51.00642 619.9143 217. 3448

39
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M etrische Konzepte

4.1 SkalaresProdukt und Norm

Skalares Produkt

(4.1) DEFINITION:

Es seierx,y € R™. Unter denskalaren oderinneren Produkt vonx undy versteht man

die Zahl
Ty Y1
n T2 Y2
X-yi=> zy; wennx= |  [undy=
i=1 -
Tn Yn

Das skalare Produkt von zwei Vektoren ist also eine Zahl, die dadurch entsteht, dal? man
entsprechende Komponenten der Vektoren multipliziert und die Ergebnisse addiert. Es ist
daher klar, dalR man nur aus Vektoren der gleichen Dimension ein skalares Produkt bilden
kann. AuRerdem sollte klar sein, daf3 man kein skalares Produkt von mehr als zwei Vektoren
bilden kann.

Es stellen sich die naturlichen Fragen nach dem Zweck, der Interpretation und den Rechen-
gesetzen des skalaren Produkts. Fir die ersten beiden Fragen muf3 noch ein wenig an die
Geduld appelliert werden. Dagegen sind die Rechengesetze einfach zusammenzufassen.

(4.2) *aTz:

(1) Das skalare Produkt ist symmetrisch, xlhy =y - X.

(2) Das skalare Produkt ist homogen, dh. man kann Multiplikationen mit Zahlen innerhalb
oder aul8erhalb des skalaren Produkts ausfiiien:y = X - (Ay) = A(X - y).

(3) Das skalare Produkt ist additiv, dh. man kann die Addition von Vektoren innerhalb oder
aulBerhalb des skalaren Produkts ausfiihren:

(X+Yy)-z=x-z+y-z und X-(Yy+2)=X-y+X-2

BEGRUNDUNG. Die behaupteten Rechengesetze sind so gut wie offensichtlich. Zur -
lustration zeigen wir, wie man einen Beweis dafiir aufschreibt. Wir beweisen die Eigen-
schaften (2) und (3) gleichzeitig unter Verwendung des Summenzeichens. E seien
Vektoren mit den Komponente#, y;, z;. Dann gilt fur beliebige reelle Zahlex

n

X (AY + puz) = Z xi(Ay; + pz) = Z(Axiyi + pxizi)
i=1 i=1
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:)\ZQ?iyi+HZ$izi:)\(X'W"‘M(X'Z)-

i=1 i=1

Skalarprodukt in R

Das Skalarprodukt ist in R sehr einfach zu realisieren:

x=c(1, 2, 3, 4)
y=c(-1, 3,2,0)
z=c(4,2,-1,-3)
> sun(x*y)

[1] 11

> sum(x*y)

[1] 11

> sun((x+y) *z)
[1 -7

> sum(x*z) +sum(y*z)
[1 -7

V V. V

Man beachte, dass

>x*y
[1] -1 6 6 O

eine Rechenoperation ist, die einer komponentenweisen Multiplikation ohne Aufsummie-
rung entspricht.

Norm

Wenn man das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst bildet, so entsteht die Grof3e

n
x~x:2x?20.
=1

Da diese Gro6R3e nichtnegativ ist, kann man daraus die Wurzel ziehen.

(4.3) DEFINITION:

Unter der(euklidischen) Norm oder denBetrag eines Vektors: € R™ versteht man

n
lzf] == VXX =, | ) a2
=1l

Die geometrische Interpretation der Norm ist leicht einzusehen.

e Es seix € R? der Vektor einer Verschiebung. Dann jst|| die Lange des Verschie-
bungsvektors.

e Sinda € R? undb € R? Vektoren, die zu Punkten gehéren, dann|iat— b|| der
Abstand der Punkte.
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Um mit der Norm von Vektoren bequem rechnen zu kénnen, benétigen wir die grundlegen-
den Rechengesetze. Die ersten beiden Rechengesetze sind anschaulich plausibel, wenn man
sich die geometrische Interpretation vor Augen halt.

(4.4) ATzZ:

(1) |x]|=0 <« x=o.
)M = A[][X]]-
3 [x + 12 = [IXII* +2x -y + [Iy]>.

BEGRUNDUNG. (1) Die erste Aussage ist eine logische Aquivalenz. Ihr Nachweis ist eine
gute Ubungsaufgabe fiir formales Beweisen.

(2) Die zweite Aussage kann entweder direkt mit der Definition der Norm bewiesen werden,
oder aber man kann auf schon bewiesene Eigenschaften des skalaren Produkts zuriickgrei-
fen:

[IAX][2 = () - (Ax) = A% (x - x) = N[|x]|”.

Zur eigentlichen Behauptung gelangt man durch Wurzelziehen. Ist klas/daR= A ?

(3) Die dritte Aussage mul3 auf Eigenschaften des skalaren Produkts zurtickgefuihrt werden.
Hier wird zum ersten Mal klar, daf das skalare Produkt ein nitzliches Konzept ist. Es gilt

IX+Y|P=(X+Yy) (X+y) =% (X+y)+y- (X+Y)

=X XAX- Yy Xty-y =X+ 2%y + [yl

Norm von Vektoren in R

Um die Norm eines Vektors auszurechnen, sind mehrere Rechenoperationen notig:

> x=c¢(1,2,3,4,5)

> nx=sqrt (sunm(x*x))
> nx

[1] 7.416198

Um dies zu verkirzen, haben wir in der LibrdrinAlg.r die Funktionnorm vorgesehen.

> nor m(x)
[1] 7.416198

Einhetsvektoren und Normierung

(4.5) DEFINITION:

Unter einenEinheitsvektor versteht man einen Veektarmit der Eigenschaftx|| = 1.

Ein Einheitsvektor hat also Komponenten, deren Quadratsumme gleich 1 ist. Man kann aus
jedem Vektorx # o durch Multiplikation mit einer Zahl einen Einheitsvektor machen:

1 1
y=rmr = |yll=—=llzll =1
@ ]

Diesen Vorgang nennt maior mieren.
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> X

[1] 123 45

> nor m( Xx)

[1] 7.416198

> y=x/ nor m( x)

>y

[1] 0.1348400 0.2696799 0.4045199 0.5393599 0. 6741999
> normy)

[1] 1

Typische Einheitsvektoren sind:

oder

Orthogonale Vektoren

Wir kommen nun zum Begriff der Orthogonalitéat. Die anschauliche Bedeutung dieses Be-
griffes ist grundlegend fur unser geometrisches Vorstellungsvermdgen. Orthogonal heif3t
»senkrecht stehen” (nicht etwa ,lotrecht” stehen !).

Aus der Abbildung 4.1 entnehmen wir, dal3 zwei Verschiebungsvekéouei b aufeinan-
der senkrecht stehen, wenn
|la+ bl = [[a—b]

Diese Gleichung hat erstaunliche Konsequenzen. Es gilt namlich ganz allgemein die Glei-
chung
X+ Yl =[x = yII* = 4x -y

Daraus folgt, dass die Vektorenund b genau dann aufeinander senkrecht stehen, wenn
a-b=0.

a+b b a=b

Abbildung 4.1: Orthogonalitat

(4.6) DEFINITION:

Zwei Vektorera, b € R™ heif3erorthogonal zueinander, wenna - b = 0.
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Sind a und b orthogonal, so sagt man manchmalist ein Normalvektor zwb, undb ist
ein Normalvektor z@a. Wir iben den Umgang mit orthogonalen Vektoren anhand einfacher
Aufgaben.

Beispielein R

Offensichtlich orthogonal zueinander sind:

> a=c(1, 0)

> b=c(0, 1)

> sun{a*b)

[1] O

> coord(xlimc(0,2),ylinFc(0,2))
> shift(a)

> shift(b)

Ein anderes Beispiel:

shift(b)

a=c(1,1)

b=c(1,-1)

sum a* b)

[1] O

> coord(xlimec(0,1),ylimec(-1,1))
> shift(a)

> shift(b)

Wenn die Summe der Komponenten eines Vekiogieich 0 ist, dann bedeutet das, dass
der Vektor zue = (1, 1,..., 1) orthogonal ist. Das ist zum Beispiel der Fall bei zentrierten
Datenvektoren:

> x=rnor n( 10)

> y=x- nmean( x)

> sun(y)

[1] -8.881784e-16

> e=rep(1, 10)

> e

[1] 1111111111
> sun(y*e)

[1] -8.881784e-16

Aufgaben

(4.7) Aufgabe: Gegeben seien die drei Vektoren = (1,4,-3,2,5,-1), y =
(16,13,10,7,4,1), z = (z1,x2, 23,21, 22, x3) und die Skalare\ = 0.75, p = 1.5. Be-
rechnen sie die Grof{e\x + py)z Dies ist auf verschiedene Arten mdglich.

(4.8) Aufgabe: Gegeben seien die zu den Punktérund B gehdrenden Vektorea =
(—=3,1) undb = (2,—3). Berechnen sie die Lange des Verschiebungsvektorsdvoach
B.

(4.9) Aufgabe: Geben sie die normierten Vektorenxw undz aus Beispiel 4.7. an.
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(4.10)Aufgabe: Formen Sie umf|x + y||?
(4.11)Aufgabe: Begriinden Sigljx +y||? — [|x —y||? = 4x -y

(4.12)Aufgabe: Es seia = (1, 3,2) undb = (—1,5, A). Wahlen Sie\ so, dass die beiden
Vektoren orthogonal sind.

(4.13)Aufgabe: Bestimmen Sie alle z(1, 1) orthogonalen Vektoren.
(4.14)Aufgabe: Bestimmen Sie alle z(iL, —1) orthogonalen Vektoren.

(4.15)Aufgabe: Beweisen Sie den Satz von Pythagoras: Sinddb orthogonale Vektoren
im R”, dann gilt/|a+ b||? = ||a]|> + ||b]|?. (Was hat das mit dem Satz von Pythagoras aus
der Schule zu tun ?).

(4.16) Aufgabe: Ein Deltoid ist ein Viereck, in dem zwei Paare von benachbarten Seiten
gleich lang sind. Zeigen Sie, dal3 die Diagonalen eines Deltoids aufeinander senkrecht ste-
hen.

(4.17)Aufgabe: Ein Rhombus ist ein Parallelogramm, bei dem alle Seiten gleich lang sind.
Zeigen Sie, dal die Diagonalen eines Rhombus aufeinander senkrecht stehen.

(4.18) TESTFRAGEN

1. Was versteht man unter dem Skalarprodukt von Vektoren ? Welche Rechengesetze
gelten fur das Skalarprodukt ?

2. Erklaren Sie die Begriffe Norm eines Vektors und Abstand zwischen zwei Vektoren ?
Worin besteht der Zusammenhang ? Welche geometrischen Konzepte stehen dahinter

?
3. Was ist ein Einheitsvektor ? Wie normiert man Vektoren ?

4. Erklaren Sie den Begriff orthogonal und seine geometrische Motivation.

4.2 Orthogonale Projektion

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten Begriffe der Mathematik. Es handelt sich da-
bei um ein Konzept, welches einem Grofteil der Methoden der angewandten Mathematik
zugrunde liegt.

Das L SQ-Problem

Es geht um die folgende Problemstellung:

Es seiera, b € R™ Vektoren, die beide nicht gleialsind. Wenn die beiden Vektoren nicht
proportional sind, dann ist es nicht mégliatals Vielfaches voib darzustellen. Wenn man
amit einem Vielfachemb von b vergleicht, bleibt ein Rest, der vanverschieden ist:

a=Ab+r wobei r=a—-Ab#o.

Fur jede Zahl erhalt man eine andere Darstellung des Vek#ors

Wir wollen eine solche Darstellung finden, bei der der Resbglichst klein ist. Wir wollen
also den Vektoa mdglichst gut durch ein Vilefaches des Vektbrapproximieren.
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" b

Abbildung 4.2: Orthogonale Projektion

Geometrisch bedeutet das: Bezeichnen wir[hjitlie vom Vektorb erzeugte Gerade, dh.
[b] = {Ab: X\ € R},

dann such wir jenen Punkt auf dieser Geraden, die zum Ruhda kirzesten Abstand hat.
Da der Abstand
lla—Ab|[> =) "(a; — Ab;)?

i=1

die Form einer Quadratsumme hat, nennt man dieses Problem audlreatasSquares
Problem (LSQ).

Die Ldsung dieses LSQ-Problems ist einfach zu finden.

Zunachst kdénnen wir mit R eine numerische Ldsung suchen. Wir beziehen uns auf die
Situation von Abbildung 4.2.

a=c(3, 4)

b=c(2, 1)
fun=function(t){norma-t*b)}
> optimze(fun,c(-5,5))

$mi ni mum

[1] 2.00001

vV V V

$obj ecti ve
[1] 2.236068

Offenbar istt = 2 der optimale Parameter. Die theoretische Antwort ist sehr tbersichtlich.
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(4.19) Sarz:

(L SQ-Problem) Es gibt einen eindeutig bestimmten Pupjta) auf der Geradelb], von
dem aus der Abstand zuminimal ist.
Dieser Punkpy(a) heilt dieorthogonale Projektion vona aufb und sie hat die Form

ml@) = b 1)

BEGRUNDUNG: Der gesuchte Punki,(a) hat die Form\b. Wir wollen jene Zahl\ finden,
sodass
||la— Ab|| = Min !

Zu diesem Zweck missen wir lediglich den Scheitel der quadratischen Funktion
F(A) =lla=Abl|* = |[a]|* — 2xa- b+ A?||b]|?

finden. Die Position des Scheitels betragt

Daher ist

|

Die Formel fur die orthogonale Projektion missen wir uns unbedingt merken. Wir werden
sie immer wieder einsetzen, und sie tritt in vielen wichtigen Anwendungen unter anderen
Namen auf.

In unserem Beispiel ma = (3,4) undb =

—

2,1)ist

dopt = —— = — =9,
OPt= bz ~ 5

Der Restvektor lautet

r:a—>\optb2<i>_2<?>:<_21>

Bemerkenswert daran ist, dass
r-b=0

ist, dh. dass undb orthogonal sind. Dahinter steht eine allgemeines Gesetz.

Orthogonale Zerlegung

In der Abbildung 4.2 sehen wir, dass der Verbindungsvektor
r=b—pp(a)

zub und daher zur gesamten Geradigrorthogonal ist.

Wie wir sehen werden, hat die optimale Zerlegung pp(a) + r aber noch eine weitere
Besonderheit: Es ist die einzige Zerlegung, bei der der Rastn Vektorb orthogonal ist.
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Dieser Sachverhalt ist von groRer Bedeutung. Wir fassen ihn daher in einem weiteren Theo-
rem zusammen.

(4.20) Sxrz:

(Orthogonale Zerlegung)

(1) Istb # o, dann I&3t sich jeder Vektar als Summea = u + v zweier Vektorenu, v
darstellen, von denea zu b proportional ist unads zu b orthogonal ist. Man nennt eine
solche Darstellung einarthogonale Zerlegung.

(2) Die Zerlegung = pp(a)+r ist eine solche orthogonale Zerlegung, und sie ist die einzig
magliche.

BEGRUNDUNG. Es seia = Ab+ r. Dann gilt

A:%E & Ab-b=a-b & (a—Ab)-b=0 & r-b=o0
Die Bedingung - b = 0 ist also aquivalent mikb = py(a). O

Fir orthogonale Zerlegungen gilt d8atz von Pythagor as:

(4.21) Tz
Ista = u + v eine orthogonale Zerlegung, dann gilt

llalf? = [Julf* + []v]|* (4.2)
BEGRUNDUNG. Durch Nachrechnen. O

Wir werden bald sehen, dass in vielen Anwendungen orthogonale Zerlegungen vorkommen.
Hochmoderne Konzepte der Mathematik haben so gesehen den gleichen Grundgedanken
wie der Satz von Pythagoras, der bereits den babylonischen Landvermessern bekannt war.

Der Winkel zwischen Vektoren

Es ist anschaulich klar, dass eine orthogonale Projektiga) umso besser ist (dh. dass
der Rest umso kleiner ist), je kleiner der Winkel zwischen den Vektasamdb ist. Wir
wollen diesen Gedanken nun quantitativ untersuchen.

Es ist eine uralte Idee in der Geometrie, Winkel dadurch zu messen, dass man orthogonale
Projektion misst. Das Ergebnis sind die aus der Schule bekannten Begrifienwssund
cosinus. Das soll nun naher erklart werden.

Gegeben sind zwei Vektoremund b. Durch einfaches Nachrechnen sehen wir: Das Ver-
héltnis zwischen der Lange der Projektips(a) und der Lange des projizierten Vektors

betragt
@] a-b
— =.C a, b
Tl Ty e
Die dabei auftretende GroRRe b
a.
c(a,b) := (4.3)
(®0) = Tl

ist geometrisch gesehen nicht anderes aldgnus des Winkels zwischen den Vektoren
aundb.

Es seia = pp(a) + r. Dann folgt aus dem Satz von Pythagoras:

lall* = [lpo@I* + [IrlI* = [Irl] < |[al]
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Der restr ist also immer kleiner (oder wenigstens nicht gré3er) als der Vektder proiji-

ziert wird. Das Ausmalf3, in defir|| kleiner ist als||a]|, IaBt sich genau quantifizieren. Mit

dem Satz von Pythagoras erhalt man namlich eine eine Formel, die man in der Schule den
Cosinussatz nennt:

Irl[* = llall* = llpo(a)]?
_ |lpo(a)]?
- HaHQ(l_ HaH2 )
= [lalP*(1 - c(a,0)*) (4.4)

Die Gleichung ist die Grundlage fir eine Vielzahl spaterer statistischer Anwendungen.

Zunéachst aber folgt daraus die berihrotegleichung von Cauchy—-Schwar z. Diese Un-
gleichung enthalt Information dartiber, welche Werte ein skalares Produkt im Extremfall
annehmen kann.

(4.22) *1z:
(Ungleichung von Cauchy—Schwarz) Es seseln € R™. Dann gilt
la- b <[]l [|b]].
BEGRUNDUNG. In der Gleichung 4.4 ist die linke Seite immer0. Daher muss auf der

rechten Seite(a, b)? < 1 gelten. O

Die Ungleichung von Cauchy—Schwarz wurde in friiheren Zeiten nattrlich nicht so abstrakt
formuliert. Sie lautet in ausfuhrlicher Komponentenschreibweise

In dieser Form ist die Ungleichung seit dem 19. Jahrhundert bekannt.

Aufgaben

(4.23)Aufgabe: Was besagt die Ungleichung von Cauchy—Schwarz imiFall1l ?
(4.24)Aufgabe: Zeigen Sieja-b| = ||a||||b|| < a||b.

Hinweis: Untersuchen Sie, wann in der orthogonalen Zerleguag\b+r der Fall||r|| = 0
eintritt.

(4.25) Aufgabe: Der Betrag des skalaren Produkts kann positiv oder negativ sein. Daher
kann das Gleichheitszeichen in der Ungleichung von Cauchy—Schwarz auf zwei Arten zu-
standekommen. Beide Félle sind geometrisch charakterisierbar. Zeigen Sie:

a-b=|lal|||lb|]] < aundbsind gleich gerichtet
a-b=—|[al|||b]] < aundbsind entgegengesetzt gerichtet
(4.26)Aufgabe: Es seiera # o undb # o Vektoren inR”™. Zeigen Sie:

(1) c¢(a, b) liegt immer zwischen-1 und1.

(2) c(a,b) = 0 genau dann, wenaundb orthogonal sind.
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(3) c(a,b) = 1 genau dann, wenaundb gleich gerichtet sind.
(4) c(a,b) = —1 genau dann, wenaundb entgegengesetzt gerichtet sind.

(4.27)Aufgabe: Beweisen Sie die Ungleichung von Minkowski:
[la+ bl < [lal| + [Ib]].

Hinweis: Rechnen Sida + b||> aus und wenden Sie dann die Ungleichung von Cauchy—
Schwarz an.

(4.28) Aufgabe: Interpretieren Sie die Ungleichung von Minkowski als Dreiecksunglei-
chung.

(4.29) Aufgabe: Analysieren Sie, unter welchen Umsténden in der Ungleichung von Min-
kowski das Gleichheitszeichen gilt.

(4.30)Aufgabe: Was sagen Sie zu den folgenden Ungleichungen ?
(D) lla—bl| < [[al] + |[b]|
(@) |la— bl < [|al] — |[b]|
(3) llall — [[b]] < [la—bj|

1. Was ist eine orthogonale Projektion eines Vektors auf einen anderen Vektor ? Erklaren
sie das Problem und seine Lésung in geometrischer Sichtweise.

2. Was hat das LSQ-Prinzip mit einer orthogonalen Projektion zu tun ?

3. Wie berechnet man eine orthogonale Projektion eines Vektors auf einen anderen Vek-
tor ?

4. Was ist eine orthogonale Zerlegung, und was haben orthogonale Zerlegungen mit
Projektionen zu tun ?

5. Wie kann man das Skalarprodukt mit Hilfe des Begriffs einer orthogonalen Projektion
anschaulich deuten ?

6. Was versteht man unter dem Cosinus des Winkels zwischen zwei Vektoren ? Geben
Sie zwei Deutungen.

7. Welche Eigenschaften hat der Cosinus des Winkels zwischen zwei Vektoren ?

8. Erlautern Sie das Problem der kirzesten Verbindung eines Punktes zu einer Geraden.

9. Begriuinden Sie, warum die kirzeste Verbindungstrecke eines Punktes zu einer Gera-
den stets zur Geraden orthogonal sein muf3 ?

10. Wie lautet die Ungleichung von Cauchy—Schwarz ? Wann gilt dort das Gleichheits-
zeichen ? Wie nltzt man diese Ungleichung fir die geometrische Interpretation des
skalaren Produkts ?

11. Wie lautet die Ungleichung von Minkowski ? Wann gilt dort das Gleichheitszeichen ?
Welche geometrische Interpretation besitzt die Ungleichung von Minkowski ?
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4.3 Statistische Anwendungen

4.3.1 Der Mittelwert

Es seix € R™ eine Datenliste. Wir wollen den Mittelwert in Vektorschreibweise darstellen.
Zu diesem Zweck definieren wir den Vektor

Mit diesem Vektor kann man eine Summe als Skalarprodukt schreiben:

n
inzx-e.
=1

Der Vektore hat die Norm||e|| = /n. Daher ist

X -
le

(0]

T =

(4.5)

[\

Daraus erkennen wir den folgenden Zusammenhang:

Ein Datenvektor x hat genau dann den Mittelwert z = 0 (dh, ist zentriert), wenn er
zum Vektor e orthogonal ist.

Dariliber hinaus hat die auf den ersten Blick umsténdliche Schreibweise 4.5 eine tiefere
Bedeutung. Man erkennt daraus, dassit einer orthogonalen Projektion zusammenhangt:

) = = Ce_ze
PelX) = 7753 €= Z€
ICIE
Daher ist die Gleichung
X=Te+r

eine orthogonale Zerlegung, und der Vektor der sogenardsiduen

1 —x

To — T
r=X—zre=

Ty — T

istorthogonal zu e, dh. er istzentriert.

Hinweisezu R

Mittelwerte berechnet man durch

> mean( MBAG
[1] 28.27778

Residuen entstehen durch
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> y=MBAG nean( MBAG
> mean(y)

[1] -4.200207e-14
> round(nmean(y), 5)
[1] O

Manchmal will man die Mittelwerte aller Spalten einer Matrix berechnen:

> xx=cbhi nd( MBAG, FBAG, FI B, FI T)
> appl y(xx, 2, mean)
MBAG FBAG FI B FIT
28.27778 31.51080 73.83565 155.19444

Auch das Zentrieren ist spaltenweise méglich:
yy=scal e(xx, cent er =TRUE, scal e=FALSE)

Allerdings sind diese voreingestellten Funktionen nicht sehr flexibel. Viel leistungsféhiger
ist die Funktionsweep.

> yy=sweep( xx, 2, appl y(xx, 2, nean), "-")
> yy[ 1: 10, ]

MBAG FBAG FI B FI'T
-11. 27778 -12.510802 -40.83565 -5.194444
-11. 27778 -8.510802 -33.83565 19.805556
-10. 27778 -10.510802 -29. 83565 -39.194444
-10. 27778 -5.510802 -31. 83565 -43.194444
-10. 27778 -10.510802 -23. 83565 -26.194444
-10. 27778 -14.510802 -73.83565 58.805556
-10.27778 -8.510802 -18.83565 -13.194444
-10. 27778 -11.510802 -35.83565 -35.194444
-15.27778 -8.510802 -39.83565 -51.194444
-10. 27778 -3.510802 -25.83565 38.805556

[ e e e e e R e

—

> yy=sweep(xx, 2, 10,"-")
> yy[1:10,]
MBAG FBAG FIB FIT

[1,] 7 9 23 140
[2,] 7 13 30 165
[3,] 8 11 34 106
[4,] 8 16 32 102
[5,] 8 11 40 119
[6,] 8 7 -10 204
[7,] 8 13 45 132
[8,] 8 10 28 110
[9,] 3 13 24 94
[ 10, ] 8 18 38 184

4.3.2 DieVarianz

Die Varianz eines Datenvektoxshéangt eng mit der Norm (der Lange) des zentrierten Da-
tenvektorsx — Te zusammen.
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Zunachst ist klar, dass

n

[ — el =) (2 —7)*

i=1

Die VarianZSEC entsteht dann dadurch, dass noch durch einen Faktor dividiert wird. Dieser
Faktor ist im Fall der Varianz nicht ganz eindeutig.

Wir verwenden im folgenden die Stichprobenvarianz, dh.

1 X — ze||?
332c: Z(flfi_f)zz H H

n—1

Hinweisezu R

Varianz und Standardabweichung bildet man durch

> var ( MBAG
[1] 36.03089
> sd( MBAG
[1] 6.002573

Mit apply kann man das auch spaltenweise machen. Standardisierung erfosgalmit

4.3.3 Kovarianz und Korrelation

Wir wenden uns nun der Deutung des Korrelationskoeffizienten zu.

Eine Deutung des Korrelationskoeffizienten haben wir schon in der Statistik LV kennen-
gelernt. Die Deutung beruht auf dem Streudiagramm, also der Darstellurztpdien der
Datenmatrix als Punkte.

Wir werden nun einer andere Deutung des Korrelationskoeffiienten kennenlernen, die dar-
auf beruht, daf3 wir di€palten der Datenmatrix als Vektoren auffassen.

(4.32) &Tz:

Der Korrelationskoeffizient von zwei Datenvektoremundy ist der Cosinus des Winkels
zwischen den zentrierten Datenvektoren Te undy — ye, dh.

iy ey ey — (X=T€) - (Y~ 7€)
Tzy = (X — T€Y ye)_||x—fe|!|\y—§e|! (4.6)

BEGRUNDUNG. Wir formen einfach die uns vertraute Definition um:

n

1 3 (:cis— z) (yis— Y _ i@ —D)i—7) _ (x—7e) - (y—7e)

N e v Vnsevnsy  [lx—zel[|ly — 7ell

Ty =

|

Aus dieser Darstellung des Korrelationskoeffizienten ergibt sich fir uns die folgende neue
Interpretation:

Der Korrelationskoeffizient r,,, mif3t die Ahnlichkeit zwischen den Richtungen der
Datenvektoren x und y, dh. zwischen den Datenvektoren unabhangig von ihrer Lange
(ihrer Streuung).
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Fur statistische Anwendungen dividiert man Zahler und Nenner in 4.6 durch, wie wir
das schon bei der Varianz gemacht haben. Wir erhalten skaliarianz zwischenx und

Y.

n

oy = XTIV LS - )

n—1 n—liz1

Damit erhalt der Korrelationskoeffizient die Form

Hinweisezu R

Kovarianz und Korrelation sind einfach zu berechnen:

> cov( MBAG FBAG
[1] 33.06109

> cor ( MBAG FBAG
[1] 0.8268894

Wichtiger ist die Berechnung der Kovarianzmatrix und der Korrelationsmatrix einer Daten-
matrix:

> cov( xx)

VBAG FBAG FI B FI'T

MBAG 36.03089 33.06109 49.86885 20.59151
FBAG 33.06109 44.36745 52.56664 -14.69631
FIB 49.86885 52.56664 861.99382 648.01345
FIT 20.59151 -14.69631 648.01345 4657.19768
> cor ( xx)

VBAG FBAG FI B FI'T

MBAG 1. 00000000 0.8268894 0.2829696 0.05026762
FBAG 0. 82688943 1. 0000000 0.2687979 -0.03233060
FIB 0.28296964 0.2687979 1.0000000 0.32342204
FIT 0.05026762 -0.0323306 0.3234220 1.00000000

Aufgaben

. Welche geometrische Interpretation besitzt das skalare Produkt eines Vektors mit ei-

nem Einheitsvektor ?

. Wie lautet die vektorielle Darstellung eines Mittelwerts ?
. Wie lautet die vektorielle Darstellung der Varianz ?

. Wie lautet die vektorielle Darstellung der Varianz des Korrelationskoeffizienten ?
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Die Methode der kleinsten Qua-

drate

5.1 Daseinfache Regressionsmodell

5.1.1 Moddlanpassung (model fitting)

Beim einfachen Regressionsmodell geht es darum, eine Responsevéridbieh eine
PradiktorvariableX zu erklaren, dh. méglichst gut vorherzusagen.

Es liege eine Stichprobe vom Umfangvor, also Datenyy, yo, . . ., ¥, der Responsevaria-
blen und Daten:q, xo, . . . , 7, der Pradiktorvariablen.

(5.1) DEFINITION:

Unter einemeinfachen linearen Regressionsmodell versteht man ein Modell der Form

¥i = Bo + B1x; + €&
Dabei bezeichnefi, undg; die M odellparameter unde; die Residuen.
Mit einem solchen Regressionsmodell versucht man dann, die Daturch die lineare
Funktiony; = By + p1x; vorherzusagen. Der Fehler, den man dabei macht, ist
Yi —Yi = Yi — Bo — P1wi = €

Das sind gerade die Residuen. Das Problem besteht daher darin, ein optimales Modell zu
finden, dh. ein Modell, bei dem die Residuen mdglichst klein sind.

Die wichtigste und einfachste Methode, ein optimales Regressionsmodell zu finden, ist die
Methode der kleinsten Quadrate. Man nennt sie auch ddseast Squares Prinzip, und
kirzt es ald. SQ ab.

(5.2) DEFINITION:

Unter deml SQ-Prinzip versteht man die Optimierungsaufgabe

2
&= (yi—Po— Prz:)* = Min!!

n
i=1 =1

Die Modellparameter sollen also so gewéhlt werden, dass die Quadratsumme der Residuen
minimal ist.
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Die optimalen Modellparametet, und 3; heiBenRegressionsparameter. Die optimale
Prognosefunktion

i = Bo + i
ist dielineare Regressionsfunktion. Auch fur die speziellen Residuen, die beim optimalen
Modell anfallen, verwenden wir ein besonderes Symbol:

€& =Yi— Ui

Sehen wir uns ein Beispiel an.

(5.3) BEISPIEL

Der Responsevektgrsoll mit einem linearen Regressionsmodell durch den Pradiktorvektor
x erklart werden.

> X
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910
>y
[1] -4 -3 1 610 7 0 8 17 14
1. Zeichnen Sie das Streudiagramm.
2. Zeichen Sie die Prognosefunktion fur die Modellparamgge= 0.1 und3; = 1 ein.
Wie lautet der Vektor der Residuen ?
3. Bestimmen Sie die Regressionsparamé@arndﬁl. Zeichnen Sie die Regresionsfunkiti-
on ein. Wie lautet der Vektor der Residuen ?
4. Vergleichen Sie die Quadratsummen der Residuen der beiden Modelle.

L dsung:

Das Streudiagramm erhalten wir durch

> plot(x,y)

Nun zeichnen wir das Modell = 0.1 + z ein:
> abline(0.1,1)

Es ist sogar sehr einfach die Residuen graphisch darzustellen. Man muss zu diesem Zweck
nur die Datenpunkte des Streudiagramms mit den entsprechenden Punkten auf der Modell-
geraden verbinden:

> arrows(X,Yy, X, 0.1+x, | engt h=0)
Die Residuen lauten

> res. 1=y- (0. 1+x)

>res. 1

[1] -5.1-5.1-2.1 1.9 4.9 0.9 -7.1-0.1 7.9 3.9
> norn(res.1)"2

[1] 212.9

Die optimalen Parameter, also die Regressionsparameter berechnen wir einstweilen noch
mit den bekannten Formeln aus der Statistik LV:

> beta. 1=sd(y)/sd(x)*cor(Xx,Y)
> bet a. O=nean(y) - bet a. 1* mean( x)
> peta.l
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[1] 1.915152
> beta. O
[1] -4.933333

Die Regressionsgerade und ihre Residuen zeichnen wir nun in einer anderen Farbe ein:

> abline(beta. 0, beta. 1, col ="red")
> arrows(Xx,Y, X, beta. O+beta. 1*x, | engt h=0, col ="red")

Schlief3lich noch die Residuen:

> res. 2=y-(beta. O+bet a. 1*x)
> norm(res. 2)"2
[1] 143.8061

L SQ mit R

Fur die Lésung und Auswertung von LSQ-Problemen stellt R ein sehr leistungsfahiges
Instrument zu Vefligung. Wir beginnen jetzt damit, dieses Instrument ndher kennenzulernen.

Eine lineares Regressionsmodell wird in R durch eine Modellformel definiert: Man benennt
die Responsevariable und trennt mit”,die darauffolgende Benennung der Pradiktervaria-
blen:y ~ z.

Die Berechnung des optimalen Modells erfolgt dann durch die Funktigitinear model).

Diese Funktion berechnet auRerdem einige wichtige Zwischenergebnisse. Daher ist es am
besten, wenn man das Ergebnis der Funktion in einer Varibablenfta,Hitted model)
abspeichert, um beim Aufruf der Ausgabefunktionen das Modell nicht immer wieder neu
berechnen zu mussen.

Wenn wir das mit den Zahlen unseres Beispiels 5.3 tun, dann erhalten wir:

> coef (fm

(I'ntercept) X
-4.933333 1.915152

> residual s(fm

1 2 3 4 5
-0.9818182 -1.8969697 0.1878788 3.2727273 5.3575758
6 7 8 9 10
0. 4424242 -8. 4727273 -2.3878788 4.6969697 -0.2181818
> fitted(fm
1 2 3 4 5
-3.0181818 -1.1030303 0.8121212 2.7272727 4.6424242
6 7 8 9 10

6. 5575758 8.4727273 10.3878788 12. 3030303 14.2181818

(5.4) BEISPIEL
Fuhren Sie mit dem Datensatatlab eine Regressionsanalyse durch:
Response: FBAG, Pradiktor: MBAG.

Welches Alter des Vaters ist bei einer 33-jahrigen Mutter im Durchschnitt zu erwarten ?
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L 6sung:

Wir berechnen das Modell:

> f el n{ FBAG-MBAG)

Dadurch erhalten wir die Regressionskoeffizienten:

> coef (fm
(I'ntercept) MVBAG
5.5637832  0.9175763

Wir kénnen jetzt das Streudiagramm zeichnen und die Regressionsgerade einzeichnen:

> pl ot (MBAG FBAG
> abline(coef (fm[1],coef(fm[2])

Die Prognose lautet:

> coef (fm[ 1] +33*coef (fmM[ 2]
(I'ntercept)
35. 8438

5.1.2 Die mathematische L 6sung

Wir sehen uns jetzt an, wie man zu den Lésungsformeln fir die Regressionsparameter
kommt.

Das Absolutglied

Bei Regressionsmodellen spielt das Absolutgligdies Modells immer eine Sonderrolle.
Aus dem LSQ-Prinzip kann man namlich leicht ablesen, dassis den anderen Regressi-
onsparameterfi; ganz einfach berechnet werden kann.

Wir haben diesen Umstand schon in der Statistik LV kennengelernt. Dort haben wir darauf
hingewiesen, dass die Regressionsgerade stets durch den Mittelpunkt der Punktwolke flihrt.
Daher mussten wir uns nur die Formel f(ﬂlf merken. Nun lernen wir, was hinter dieser
Tatsache steckt.

Bei einer optimalen Losung des L SQ-Problems muss die Summe der Residuen (und
daher auch ihr Mittelwert) stetsgleich Null sein'!

Bevor wir von dieser Regel Gebrauch machen, versuchen wir, sie zu verstehen. Angenommen, wir hétten opti-
male Modellparametg$, und 51, aber die Residuen, die dazu gehdren, haben einen Mittelwest 0. Dann
hétte von den beiden Modellen
yi = Bo+piwite
= (Bo+8+pizi+ (e — o)
das zweite Modell eine kleinere Quadratsumme der Residuen. Das wiirde aber der unterstellten Optimalitat des
ersten Modells widersprechen.

Der Vektor der (optimalen) Residuen ist also immer zentriert. Wenn wir in der Modellglei-
chung

yi = Bo + Pz + & (5.1)
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auf beiden Seiten den Mittelwert bilden, fallen daher die Residuen weg und wir erhalten
7=0o+ bz (5.2)

Diese Gleichung ist die mathematische Fassung der Aussage, dass die Regressionsgerade
durch den Mittelpunkt der Punktwolke geht.

Aus der Gleichung 5.2 kdnnen wir ablesen, dass der Regressjonsparémetﬁort be-
rechnet werden kann, wenn man den anderen Regressionsparanietent:

Fur die Festlegung des optimalen Modells geniigt es daher, nur den zweiten Modellparame-
ter 81 zu optimieren.

Wir subtrahieren die Gleichungen 5.1 und 5.2 und erhalten eine vereinfachte Form der Mo-
dellgleichung:

yi— 7 =Pz —T)+ & (5.3)

In dieser Modellgleichung kommt jetzt nur mehr der zweite Modellparanigtgor.

L SQ Optimierung als orthogonale Projektion

Die Modellgleichung 5.3 zeigt uns, dass wir in der Gleichung

yi—g=01(xi —T) + €

den Paramete$; nach dem LSQ Prinzip optimieren mussen. In ausfuhrlicher Schreibweise
bedeutet das

> =" —7) — Bila; — T))* = Min !
i=1 i=1
oder in Vektorschreibweise
el = ||(y — 7€) — Bi(x — Te)||> = Min !

Dieses Optimierungsproblem ist aber nichts anderes als die Grundaufgabe der orthogonalen
Projektion. Und daher kennen wir die optimale Losungd{ir

G VTR T DD —F) sy
x —ze? S -T2 s "

Aus dem Umstand, dass es sich bei der optimalen Lésung des LSQ Problems um eine
orthogonale Projektion handelt, kbnnen wir eine zweite Eigenschaft der optimalen Residuen
folgern:

Bel einer optimalen Lésung des L SQ Problems miissen die Residuen ¢; = y; — ¢; zu
den Prédiktoren x; unkorreliert sein, dh. der Vektor € muf3 zu x — Te orthogonal sein.
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Die Normalgleichungen

Wir werden spater multiple Regressionsmodelle, dh. Regressionsmodelle mit mehr als ei-
nem Pradiktor behandeln. Bei solchen komplizierteren Modellen wird die optimale Lésung
durch ein lineares Gleichungssystem, die sogenamhbemalgleichungen, gewonnen. Als
Vorbereitung daftir wollen wir uns schon jetzt die Struktur dieses Gleichungssystems an-
sehen. (Naturlich ist im Fall der einfachen Regression die Berechnung der orthogonalen
Projektion der viel einfachere Weg !)

(5.5) ;aTz:

Das System der Normalgleichungen hat die Form
XIX3 = Xty

wobei

1 g,
die sogenanntBesignmatrix des linearen Regressionsmodells bezeichnet.

Bevor wir erklaren, wie dieses System von Normalgleichungen entsteht, wollen wir es prak-
tisch erproben.

(5.6) BEISPIEL

Fuhren Sie mit dem Datensatatlab eine Regressionsanalyse durch:

Response: FBAG, Pradiktor: MBAG.

Berechnen Sie die Regressionsparameter mit dem System der Normalgleichungen.
L 6sung: Wir berechnen zunéchst die Designmatrix:

x=NMBAG
y=FBAG
e=rep(1, 1296)
X=cbi nd(e, x)

V V. V V

Die Losung der Normalgleichungen erhalten wir durch
B =(X))""Xly

also

> beta=sol ve(t (X) % %) 9% % ( X) % Wy

> beta

[, 1]
e 5.5637832
x 0.9175763

Zur Kontrolle die automatische Lésung:

> coef (I mMy~x))
(I'ntercept) X
5.5637832 0.9175763
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Nun werden wir erklaren, wie man zum System der Normalgleichungen kommt.

Die Normalgleichungen entstehen dadurch, dass die optimale Losung des LSQ Problems zwei Bedingungen
erfillen muss:

1. Die Residuen miissen den Mittelwert Null haben, dh.
O=¢e-e=(y-9y)-e
2. Die Residuen miissen zur Pradiktorvariablen unkorreliert sein, dh.
O=¢é-(x—T)=(y—9) (x—7e)

Wir erhalten so das Gleichungssystem

<>

y-9-e=0 =
=

-€e
(y=9)-x=0 X

y-e=
y-x=

<

Wir ersetzen nun
Yy = Bo + Bix

y'e:Boe~e+Ble~X y-e e-e e-X Bo
~ ~ ﬁ = ~
y-X=pfoe- X+ 31X X y-X e X X-X Je)
Das sind die Normalgleichungen, also jenes lineare Gleichungssystem, aus dem die Regressionsparameter be-

rechnet werden konnen. Fir uns ist von besonderem Interesse, wie die Koeffizienten dieses Gleichungssystems
auf einfache Weise berechnet werden kdnnen.

und erhalten

Die linke Seite dieses Gleichungssystems Iat sich mit der Designifagiaxnz kompakt anschreiben als

y-e\ _ y1+y2+-+Yn _ 11 ... 1 Y2 — Xty
y-X T1Y1 + T2y2 + -+ TnlYn r1 T2 ... Tn :
Aber auch die Matrix auf der rechten Seite des Gleichungssystems laf3t sich durch die Desigkmiafiaxh

darstellen:
( e.e e-x > _ xtx
e- X X-X

Daher lautet das System der Normalgleichungen

X'y = X'X3

5.1.3 Beurtellung der M odellanpassung

Wenn man ein Regressionsmodell an die Daten angepassnbdgl(fitting), dann stellt
sich die Frage, ob die Pradiktorvariab¥e Uberhaupt einen Beitrag zur Erklarung der Re-
sponsevariabletr liefert, und wie grof3 dieser Erklarungsbeitrag ist.

Es geht dabei um drei verschiedene Fragestellungen:
1.WiegroR3ist der Erklarungsbeitrag von X ?

2. 1st der Erkléarungsbeitrag signifikant ? Damit ist gemeint: Ist der Erklarungsbeitrag
Uberzufallig, oder kann er in diesem Ausmalf3 auch durch Zufall allein zustande kommen ?

3. 1st der Erklarungsbeitrag relevant ? Damit ist gemeint: Ist der Erklarungsbeitrag groR3
genug, um im gegebenen Kontext inhaltlich von Bedeutung zu sein ?

Wir werden alle drei Fragen behandeln.
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Das Ausmal3 des Erklérungsbeitrags

Das Ausmalf des Erklarungsbeitrags mif3t man, indem man die Grof3e der Residuen gegen-
Uberstellt, die entstehen, wenn man die Pradiktorvariableinbezieht bzw. nicht einbe-
zZieht.

DasModell My: y; = Bo + €

Dieses Modell versucht, die Responsevariable ohne Berlicksichtigung der Pradiktorvaria-
blen X zu erklaren. Wenn man dieses Modell mit LSQ anpasst, erhalt man als optimalen
Parameter den Mittelwert:

Bo=Yy
Die optimalen Residuen lauteh = y; — 7 und daher betragt die Fehlerquadratsumme
(Abweichungsquadratsumme) dieses Modells

AQSu, = |[el* = ly —7ell” = > (v — )
=1
DasModell M: y; = By + Bra; + €

Dieses Modell versucht, die Responsevariable unter Einbeziehung der Pradiktorvariablen
X zu erklaren. Wenn man dieses Modell anpasst, erhélt man als optimale Parameter die
Regressionsparametgs und 3;. Die Fehlerquadratsumme (Abweichungsquadratsumme)
dieses Modells betragt

AQSa, = |[el* = [ly = Bo — AixXII> =D (wi — Bo — Pr)?
=1
Erklarungsbeitrag:

Die FehlerquadratsumméQ).S,;, des Modells)M ist sicher kleiner als die die Fehlerqua-
dratsummeAQ) Sy, des einfacheren Modell®/j:

AQSMl < AQS]MO

Die Verminderung der Fehlerquadratsumme, die durch die Einbeziehung der Préadiktorva-
riablen X verursacht wird, nennen wir diBevianz des ModellsM; bzgl. My oder den
Erklarungsbeitrag der PradiktorvariableX zur Erklarung vory:

AQSn, — AQSM,

Das Signifikanzproblem

Es gibt zwei Mdglichkeiten, die Signifikanz des Erklarungsbeitrags der Pradiktorvariablen
zu beurteilen. Der wichtigere und universellere Weg besteht darin, der Erklarungsbeitrag
selbst in einer Varianzanalyse zu beurteilen. Eine andere Mdglichkeit ist, die Streuung der
Parameterschatzungen zu analysieren.

Wir beginnen mit deVarianzanalyse (ANOVA, Analysis of Variance).

Es geht darum eine statistischen Test durchzufiihren, der eine Entscheidung zwischen den

beiden Modellen trifft:
Nullhypothese: My

Alternativhypothese: M,
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Der statistische Test soll entscheiden, ob das komplexere Mbfedlie Daten signifikant
besser erklart als das einfachere Moadé}.

Die Methode der Varianzanalyse besteht darin, die Abweichungsquadratsummen der Mo-
delle My und M7 gegeliberzustellen. Die Abweichungsquadratsumme des Mddgli&f3t
sich in zwei Teile aufspalten:

AQSn, = (AQSm, — AQSn,) + AQSn,
~—— ~——
Gesamtstreuun§ St  Erklarbare Streuun§.S* Reststreuung'Sgr

Die in dieser Zerlegung (ANOVA) auftretenden Gré3en haben folgende Bedeutung:

SSt = AQSm,: Die durchMj nicht erklarbare Streuung van
SS5* = AQSnm, — AQSn,: Die durch); zusatzlich erklarbare Streuung vin
SSR = AQSn: Die durchM; nicht erklarbare Streuung van
AQSwm,
T AQSw, — AQS AQS,
My QS QS M, QS v

Wenn das ModellV/; keinen Erklarungswert besitzt (dh. wenn die Nullhypothese zutrifft),
dann mussen dimittleren Abweichungsquadratsummen

MSS* = Sf . MSSp = 258

n—2
den gleichen Erwartungswert besitzen. Man bildet daher die sogerfas@itéie
_ MSS*
" MSSg

und beurteilt, ob sie signifikant vom Wert 1 abweicht. Die Beurteilung erfolgt durch ihren P-
Wert (das ist die Wahrscheinlichkeit, mit der der aktuelle Wert der F-Grol3e auftreten kann,
obwohl die Nullhypothese zutrifft).

Die fUr die Varianzanalyse relevanten Gro3en fasst man fiir gewohnlich in einer Tabelle
zZusammen:

ANOVA-Tabdlle
| Df | SumSq | MeanSq| F-Value | P-Value
X 1 SS5* = AQSwv, — AQSy, | MSS* | F P
Residuals| n —2 | SSr = AQSw, MSSg

(5.7) BEISPIEL

Fuhren Sie mit dem Datensatatlab eine Regressionsanalyse durch:
Response: CTWGT, Pradiktor: FBAG.

Flhren Sie eine Varianzanalyse durch !

L 6sung: Wir fuhren die Modellanpassung durch:
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> f el m CTWGT~FBAG)
Die Anzeige vorfm liefert uns nur die Regressionskoeffizienten:

> fm

Cal I :
I m(fornmula = CTWGT ~ FBAG

Coefficients:
(I'ntercept) FBAG
63. 0811 0. 2493

Fur die ANOVA-Tabelle gibt es eine besondere Funktion:

> anova(fm
Anal ysi s of Variance Tabl e

Response: CITWGT
Df Sum Sqg Mean Sq F val ue Pr (>F)

FBAG 1 3569 3569 18.586 1.747e-05 ***
Resi dual s 1294 248517 192
Signif. codes: O *‘*** (0.001 ‘*** 0.01 “*" 0.05"*'.” 0.1 " 1

Wir Uberzeugen uns durch direkte Berechnung der Abweichungsquadratsummen von der
Richtigkeit der Grofl3en in der ANOVA-Tabelle:

> norm CTWGT-fitted(fm)"2

[1] 248517.1

> norm(fitted(fm-mean( CTWGT) ) 22
[1] 3569. 495

Wir kénnen die Ergebnisse unserer Modellanpassung auch graphisch darstellen:

252086

1 3569 FBAG 248517 CTWGT

Wir beschreiben noch kurz die zweite Moglichkeit, das Signifikanzproblem der Modellan-
passung zu behandeln. Obwonhl diese zweite Methode keineswegs so informativ ist wie eine
Varianzanalyse, wird sie doch sehr oft verwendet.

Der Grundgedanke besteht in folgender Uberlegung.

Wenn das ModellM, dh. die Pradiktorvariabl&X keinen Erklarungsbeitrag fur die Re-
sponsevariabl®& liefert, dann musste bei der Modellanpassung ¥Hnder Regressionspa-
rameter; gleich Null sein. Er ist natiirlich nicht exakt gleich Null, sondern hat auf Grund
der Zufélligkeit der Daten irgendeinen von Null verschiedenen Wert.
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Wenn wir also bei der Modellanpassung vy auf einen von Null verschiedenen Wert von

(3 treffen, und das wird in der Regel immer der Fall sein, dann missen wir entscheiden, ob
dies nur durch die Zufélligkeit der Daten zustande gekommen ist, oder ob tatsachlich ein
Erklarungsbeitrag der Pradiktorvariabl&ndahinter steckt.

Man kann diese Signifikanzbeurteilung nun auch so durchfuhren, dass man den Regres-
sionsparametef; standardisiert, dh. durch seine Standardabweichung (SD) dividiert, und
den entstehenden Quotienten (t-Value) auf Signifikanz tGberprift (P-Value).

(5.8) BEISPIEL:

Fihren Sie mit dem Datensatat|ab eine Regressionsanalyse durch:
Response: CTWGT, Pradiktor: FBAG.

Flhren Sie einen Signifikanztest fur den Regressionsparameter durch !

L 6sung: Die Funktionsummary gibt eine Ubersicht tiber alle wesentlichen Informationen
in Zusammenhang mit der Modellanpassung:

> summary(fm

Cal Il :
Im(formula = CTWGT ~ FBAG

Resi dual s:
M n 1Q Median 30 Max
-29.048 -9.306 -2.308 6.444 72.688

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(I'ntercept) 63.08110 1.86204 33.877 < 2e-16 ***
FBAG 0. 24925 0.05782 4.311 1.75e-05 ***

Signif. codes: O *“***’ 0.001 “*** 0.01 “* 0.05"*'.” 0.1°*" " 1

Resi dual standard error: 13.86 on 1294 degrees of freedom
Miul tiple R Squared: 0.01416, Adj usted R-squared: 0.0134
F-statistic: 18.59 on 1 and 1294 DF, p-value: 1.747e-05

Sie enthalt auch einige Zahlen, die wir noch nicht interpretieren kdnnen. Fir uns
ist jetzt nur der Signifikanztest fir den Regressionsparam@ieiinteressant. (Der
gleichzeitig auch durchgefihrte Signifikanztest féy hat fir uns keine Bedeutung.)

Man kann die Frage stellen, wie man die Standardabweichung des Regressionskoeffizienten berechnet. Diese
Frage kann aber nur mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie beantwortet werden. Diese Mittel stehen uns
hier nicht zu Verfligung.

Das Relevanzproblem

Beim Relevanzproblem geht es um die Frage, ob der Erklarungsbeitrag der Pradiktorvaria-
blen X (sofern er Gberhaupt signifikant ist) so grof3 ist, dass er inhaltlich von Bedeutung



66 KAPITEL 5. DIE METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

ist. Zu dieser Frage kdnnen statistische Methoden natirlich nur die quantitativen Grundla-
gen liefern. Die Entscheidung, was inhaltlich als relevant anzusehen ist, kann nur aus dem
sachlichen Kontext des Problems heraus entschieden werden.

Der Erklarungsbeitrag selbst, also die Grolie
AQSm, — AQSM,

kann fur sich genommen noch nicht als Mal3zahl fir die Relevanz verwendet werden, weil
er skalenabhangig (maRstabsabhéngig) ist. Eine skalenunabhéangige GroR3e ist hingegen das
Bestimmtheitsmal}

SS*  AQSm, — AQSw,

SSk AQSw,

welches den relativen Erklarungsbeitrag (Prozentsatz), gemessen an der urspringlichen
Fehlerquadratsumme, angibt.

Eine andere Mdglichkeit, die Relevanz skalenunabhéngig zu messen, ist der Korrelations-
koeffizient zwischen den Werten der Responsevariablen und den Vorhersagewerten (fitted
values)y;:

. =78 (y-7e)

oy =99l Iy - el
Dieser Korrelationskoeffizient ist von grofR3er Bedeutung fur die Beurteilung von Regressi-
onsproblemen. Allersdings wird diese Tatsache bei einem einfachen Regressionsproblem
wie dem unseren noch nicht wirklich deutlich, denn hier gilt

Tyg = Tyx

weil jag; = Bo + By; nur eine lineare Funktion van; ist.

Die beiden MaRzahlen fir die Relevanz hdngen auf einfache Weise miteinander zusammen:

(5.9) Sarz:

Das Bestimmtheitsmal3 ist identisch mit RSquare, das heisst

SS*  AQSm, — AQSny o

SSn AQSw, "yi

Auf Grund dieser flr die Regressionstheorie grundlegenden Beziehung wird das Bestimmt-
heitsmal? meist aBSquare angegeben.

Wir kdnnen die Varianzanalyse statt mit den Abweichungsquadratsumi@esmit den
relativen Abweichungsquadratsummen durchfihren. Das sieht dann so aus:

/////
-

2
MO vy ]\4—1 vy Yy

Mit unseren mathematischen Mitteln kénnen wir die Glltigkeit der Gleichung leicht nach-
vollziehen.
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Zur Berechnung der GroR3e der Fehlerquadratsumme verwenden wir unser Wissen uber die Eigenschaften einer
orthogonalen Projektion. Wenn wir einen Vektoauf die Richtung eines Vektolsprojizieren, dann dann gilt
fur den Rest der orthogonalen Zerlegung

a= )\optb'i-l'

die Gleichung
[Ir[[* = llal*(1 - ¢(a,b)?)

Diese Gleichung machen wir uns nun zunutze.
Die Modellgleichungy; — 3 = 31 (z: — T) + &, in Vektorschreibweise
y—7ye=[i(x— 7€)+ ¢
ist eine orthogonale Zerlegung und erfiillt daher
lel* = [ly = gell*(1 — e(y — e, x — 7e)*)

In dem wir diese Gleichung in die statistische Bezeichungsweise Ubersetzen, erhalten wir die Gro3e der Feh-
lerquadratsumme des Modellg;

AQSAH = AQSJ\/[O(l - T;z)

Diese Gleichung ist aber bereits die gewiinschte Beziehung zwischen dem Bestimmtheitsmal3 und RSquare.

(5.10) BelspIEL

Fuhren Sie mit dem Datensatatlab eine Regressionsanalyse durch:
Response: CTWGT, Pradiktor: FBAG.

Beurteilen Sie die Relevanz des Pradiktors fir Responsevariable !

L dsung: Wir kdnnen das Bestimmtsheitsmald entweder als RSquaseiausary(fm) ent-
nehmen, oder selbst berechnen aus

> ags. O=nor m CTWGT- nean( CTWGT) ) 2
> ags. 1=norm(CTWGT-fitted(fm)"2
> (aqgs.0-aqgs.1)/aqgs.0

[1] 0.0141598

oder

> r=cor (CTWGT, fitted(fm)
> N2
[1] 0.0141598

Das Schema der Varianzanalyse mit relativen Gréf3en sieht dann so aus:

100%

1 1.42% FBAG 98.58% CTWGT
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5.1.4 Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sollen mit quantitativen Variablen der Datenst#idab undkre-
ditscoring und einem Pradiktor durchgefihrt werden.

(5.11)Aufgabe: Berechnen Sie die Regressionskoeffizienten mit Hilfe der R-Funktion

(5.12) Aufgabe: Berechnen Sie die Regressionskoeffizienten mit Hilfe der expliziten For-
meln.

(5.13)Aufgabe: Stellen Sie die Designmatrix auf und berechnen Sie die Regressionskoef-
fizienten mit Hilfe der Normalgleichungen.

(5.14)Aufgabe: Zeichnen Sie das Streudiagramm, zeichnen Sie die Regressionsgerade und
die Residuen ein.

(5.15) Aufgabe: Berechnen Sie die Abweichungsquadratsummen fur die ANOVA-Tabelle
ohne die Funktionesummary undanova zu verwenden.

(5.16) Aufgabe: Stellen Sie ANOVA-Tabelle (Funktioanova) auf und interpretieren Sie
sie hinsichtlich des Signifikanzsproblems. Stellen Sie die Varianzanalyse schematisch als
Diagramm dar.

(5.17)Aufgabe: Beurteilen Sie die Relevanz des Erklarungswerts.

(5.18)Aufgabe: Berechnen Sie das Bestimmtheitsmald auf zwei Arten. Beschriften Sie das
Schema der Varianzanalyse mit relativen Erklarungswerten.

1. Was ist ein einfaches lineares Regressionsmodell ? Erklaren Sie die Begriffe Regres-
sionsparameter und Residuen !

2. Was versteht man unter Modellanpassung mit dem LSQ-Prinzip ?

3. Worin besteht der Zusammenhang zwischen dem LSQ-Prinzip und orthogonalen Pro-
jektionen ? Begrunden Sie damit die Formeln fir die Regressionsparameter ?

4. Welche zwei Bedingungen an die Residuen eines optimal angepassten Modells erful-
len ?

5. Was ist die Designmatrix ? Was sind die Normalgleichungen und wozu dienen sie ?

6. Erklaren Sie das Signifikanzproblem, das Relevanzproblem, und den Unterschied
zwischen beiden !

7. Was ist die Devianz ? Wie ist sie definiert und was hat man sich darunter vorzustel-
len ?

8. Erklaren Sie den Aufbau der ANOVA-Tabelle und die Bedeutung der darin enthalte-
nen GrofRen !

9. Wie beantwortet man das Signifikanzproblem ?
10. Wie beantwortet man das Relevanzproblem ?

11. Was ist RSquare ? Was ist das Bestimmtheitsmal ? Wie hangen diese Begriffe zu-
sammen ?
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5.2.1 Einfuhrung

Beim zweifachen Regressionsmodell geht es darum, eine Responsevaridbteh zwei
PradiktorvariableX; und X5 zu erklaren, dh. méglichst gut vorherzusagen.

Es liege eine Stichprobe vom Umfangvor, also Datenyy, o, . . ., ¥, der Responsevaria-
blen und Daten:q1, 221, . . ., x,1 der PradiktorvariableX; sowie Datencys, x99, . . ., Tn2
der PradiktorvariablerX,.

(5.20) DEFINITION:

Unter einem zweifachen linearen Regressionsmodell versteht man ein Modell der Form
yi = Bo + B1Ti1 + BaTiz + €

Dabei bezeichnefiy, 1 und@s die Modellparameter ung die Residuen.

Mit einem zweifachen Regressionsmodell versucht man, die Dgtelurch die lineare
Funktiony; = Gy + (121 + Goxi0 VOrherzusagen. Der Fehler, den man dabei macht, ist

Yi — Ui = Yi — Bo — B1xin — Boxio = €

Das sind die Residuen. Das Problem besteht daher wieder darin, ein optimales Modell zu
finden, dh. ein Modell, bei dem die Residuen méglichst klein sind.

Die einfachste Methode, ein optimales Regressionsmodell zu finden, ist auch Hiée-die
thode der kleinsten Quadrate, abgekiirzt. SQ.

(5.21) DEFINITION:

Unter deml SQ-Prinzip versteht man die Optimierungsaufgabe

(yi — Bo — Biwia — Bowi2)? = Min !
1

>~

n 2
o=l =

Die Modellparameter sollen also so gewéhlt werden, dass die Quadratsumme der Residuen

minimal ist.

Die optimalen Modellparameté@, 1 und 3, heiRerRegressionspar ameter . Die optimale
Prognosefunktion

i = Bo + Bz + Boxi

ist dielineare Regressionsfunktion. Fir die speziellen Residuen, die beim optimalen Mo-
dell anfallen, verwenden wir wieder ein besonderes Symbol:

€& =Yi— Ui
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LSQ mit R

Auch ein zweifaches lineares Regressionsmodell wird in R durch eine Modellformel defi-
niert: Man benennt die Responsevariable und trennt #iitdje darauffolgende Benennung
der Pradiktorvariableny ~ z1 + zo. Die Pradiktorvariablen werden durch-, verbunden.

Zu einer solchen Modellformel mit mehr als einer einzigen Pradiktorvariablen sind zwei
Bemerkungen zu machen.

Erstens hat die VerknUpfung der Pradiktorvariablen dureh’,nichts mit der Rechenope-
ration der Addition zu tun. Wir werden spater erfahren, was man tun muss, wenn man im
Rahmen der Modellformel Berechnungen durchftihren will.

Zweitens ist die Frage zu stellen, ob direihenfolge, mit der man die Pradiktorvariablen

in der Modellformel angibt, eine Rolle spielt. Das ist ein Thema, das nicht ganz einfach mit
ja oder nein zu beantworten ist. Wir werden im folgenden immer wieder darauf zurtickkom-
men. Aber schon jetzt geben wir eine wichtigen Hinweis: Fir die Schatzung der Regressi-
onsparameter spielt die Reihenfolge keine Rolle, fiir die Beurteilung des Erklarungsbeitrags
spielt sie jedoch eine ganz entscheidende Rolle.

Die Berechnung des optimalen Modells erfolgt durch die Funktior{linear model). Es

ist wieder am besten, wenn man das Ergebnis der Funktion in einer Varibablerfiniz.B.
fitted model) abspeichert, um beim Aufruf der Ausgabefunktionen das Modell nicht immer
wieder neu berechnen zu mussen.

(5.22) BEISPIEL

Fuhren Sie mit dem Datensatatlab eine Regressionsanalyse durch:
Response: CTWGT, Pradiktoren: MBAG, FBAG.

L 6sung:

Wir berechnen das Modell:

> f mel m{ CTWGT~MVBAGHFBAG)

Dadurch erhalten wir die Regressionskoeffizienten:

> coef (fm
(I'ntercept) MBAG FBAG
61.97228442 0.23114630 0.07700842

Eine Ubersichtliche Grafik ist bei mehr als zwei beteiligten Variablen nicht mehr moglich.
Wir kénnen uns aber eine Ubersicht tiber alle paarweisen Beziehungen verschaffen:

> pai rs(chi nd( CTWGT, MBAG, FBAG))

Wir sehen hier, dass zwar MBAG und FBAG stark korreliert sind, dass aber Korrelationen
zwischen CTWGT und den Préadiktorvariablen grafisch allein nicht Gberzeugend nachge-
wiesen werden kdnnen.
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5.2.2 Die mathematische L 6sung

Wir sehen uns jetzt an, wie man zu den Lésungsformeln fir die Regressionsparameter
kommt. Wir beschranken uns dabei auf die Methode der Normalgleichungen.

Die Nor malgleichungen

(5.23) :arz:

Das System der Normalgleichungen hat die Form
XtX3 = Xty

wobei
1 z11 12

1 x91 w22
X :=

1 zpn oo
die Designmatrix des linearen Regressionsmodells bezeichnet.

Bevor wir erklaren, wie dieses System von Normalgleichungen entsteht, wollen wir es prak-
tisch erproben.

(5.24) BelspIEL

Fuhren Sie mit dem Datensatatlab eine Regressionsanalyse durch:

Response: CTWGT, Pradiktoren: MBAG, FBAG.

Berechnen Sie die Regressionsparameter mit dem System der Normalgleichungen.
L 6sung: Wir berechnen zunéchst die Designmatrix:

x1=MBAG

x2=FBAG

y=CTWGT

e=rep(1, 1296)
X=cbi nd(e, x1, x2)

V V.V V V

Die Losung der Normalgleichungen erhalten wir durch
B=(XX)"'Xy

also

> bet a=sol ve(t ( X) % %X) % % ( X) 9% Yy
> beta
[, 1]
e 61.97228442
x1 0.23114630
x2 0.07700842
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Zur Kontrolle nochmals die automatische Lésung:

> coef (fm
(I'ntercept) MBAG FBAG
61.97228442 0.23114630 0.07700842

Nun werden wir erklaren, wie man zum System der Normalgleichungen kommit.

Die Normalgleichungen entstehen immer dadurch, dass die optimale Losung des LSQ Problems zwei Bedin-
gungen erfiillen muss:

1. Die Residuen miissen den Mittelwert Null haben, dh.
0=¢é-e=(y-9y)-e

2. Die Residuen miissen zu allen Préadiktorvariablen unkorreliert sein, dh.

(X1 —T1€) = (Y- 9) - (X1 — T1€)
(X2 —T2€) = (Y- 9) - (X2 — T2€)

Wir erhalten so das Gleichungssystem

(y_y).e:() — y.e:y.e
Y=9x=0 = yxi=¥yX
(Y=9) %=0 = Yy X=¥X

Wir ersetzen nun
¥ = Bo + BiX1 + Ba2Xo
und erhalten
y-e=foe-e+fixi-e+Boxs-e y-e e-e X -e Xz-e Bo
Y-X1=Boe€- X1+ B1 X1 - X1 + B2 X2 - X1 - Y- X1 = e-X1 Xi-X1 X2-X1 B1
y'Xg:ﬂoe~X2+ﬁ1X1~X2+ﬂ2X2-X2 VARY) €-X2 Xp-X2 X2-X2 /32
Das sind nun die Normalgleichungen, also jenes lineare Gleichungssystem , aus dem die Regressionsparameter
berechnet werden konnen. Fir uns ist wieder von besonderem Interesse, wie die Koeffizienten dieses Glei-

chungssystems auf einfache Weise berechnet werden kénnen.

Die linke Seite dieses Gleichungssystems Iat sich mit der Designifagiaxnz kompakt anschreiben als

y-e Y1 +y2+ -+ Yn 1 1 1 Y2
Y- X1 = T11Y1 + T21Y2 + -+ TpiYn = 11 X211 ... Tnl . = X‘y
Y- X2 T12y1 + Taoy2 + -+ TniYn Tiz T22 ... Tn2 :

Aber auch die Matrix auf der rechten Seite des Gleichungssystems laf3t sich durch die Desigkmiafiaxh

darstellen:
e-e X;-e Xy-e
e-X1 Xi-X1 Xo-X3 | =XX
€-X2 X1:-Xo X2:Xo

Daher lautet das System der Normalgleichungen

X'y = X'X3
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5.2.3 DieBeurtellung der Modellanpassung

Bei einem linearen Regressionsmodell mit mehr als einer Pradiktorvariablen ist die Beurtei-

lung der Modellanpassung wesentlich komplizierter als bei einem einfachen Regressions-
modell. Aber alle wichtigen Komplikationen treten schon beim zweifachen Regressionsmo-

dell auf.

Um die Ubersicht zu behalten, fiihren wir einige Bezeichnungen ein.

Variable | Symbol | Modellformel | Abweichungsquadratsumme
1 M, Y ~ 1 AQS,
1, X, M, Y~ 14X, AQS,
1, Xy Mo Y ~1+Xo AQS,

1, X1, X2 | Mio Y~1+X+Xo | AQS12

Die erwahnte Komplexitat rihrt daher, dass es nun nicht nur zwei Erklarungsmodelle gibt,
wie bei der einfachen Regression, sondern vier davon. Wenn man nun von dem Erklarungs-
beitrag des zweifachen Regressionsmod&lls spricht, dann muss man dazu sagen, in
bezug auf welches Ausgangsmodell dieser Erklarungsbeitrag gemeint ist.

RSquare

Die Erklarungsbeitrage werden wir wie bisher als Differenzen der Abweichungsquadrat-
summen definieren. Allerdings wollen wir gleich von Beginn an jene Vereinfachung vor-
nehmen, die wir beim einfachen Regressionsmodell erst in Zusammenhang mit dem Rele-
vanzproblem kennengelernt haben.

Die Abweichungsquadratsummen sind ja skalenabhangige GroRen. Wir haben aber gese-
hen, dass man Erklarungsbeitrdge auch durch Korrelationskoeffizienten beschreiben kann,
und dass es einen ganz einfachen Zusammenhang zwischen diesen GroR3en gibt.

Es seiM irgendein lineares Erklarungsmodell. Wir bezeichnen¥nitie Vorhersagewerte
fur Y, die dieses Modell nach eine LSQ-Anpassung liefert.

(5.25) DEFINITION:

Unter dem multiplen Korrelationskoeffizienten des Moddllversteht man den Korrelati-
onskoeffizienten
Ry := Cor(Y,Y),

also den Korrelationskoeffizienten zwischen den DatenWamd den Vorhersagewerten
Y.

Das Vorzeichen des multiplen Korrelationskoeffizienten ist immer positiv, weil durch die
Parameterschéatzung immer eine positive Kopplung zwischen den Vorhersagewerten und
den Daten erzwungen wird. Daher ist nur der Betrag des multiplen Korrelationskoeffizienten
von Interesse.
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Hier gilt nun die fundamentale Gleichung:

AQSo — AQSyr = AQSy B2,

Also ist der Erklarungsbeitrag eines linearen Modells immer proportional zum Quadrat des
multiplen Korrelationskoeffizienten. Der gemeinsame Fali@rS, enthalt keine Informa-

tion, und hangt nur von der verwendeten Mel3skala ab. Wenn wir d€g$, dividieren,

dann erhalten wir die Gleichung

AQSy — AQSy,
AQSy

= R ,; = BestimmtheitsmaR3

Das Bestimmtheitsmal3 ist eine skalenunabh&ngige Maf3zahl fiir den gesamten Erklarungs-
wert eines Modell. Es gibt den Prozentsatz der durch das Maddtklarten Streuung von
Y an, gemessen an der Gesamtstreuung¥on

Wir erganzen unsere Tabelle mit Bezeichnungen:

Variable | Symbol| Modellformel AQS RSquare
1 M, Y ~1 AQSy

1, X1 M, Y ~ 14X, AQS: | R:,,

1, X My Y ~ 1+ Xy AQSy | RZ,,

1, X1, Xo | Myo Y~l+X1+Xo | AQS12 | R, 0,

ANOVA-Zerlegungen

ANOVA: M() C Mo

Wir beginnen damit, die Modell&/, und M7, miteinander zu vergleichen. Die Varianzana-

lyse ergibt:
AQSy = (AQSy — AQS12) +  AQS12
1 = R?;.:rlxg + (1 - Ri.xlzg)
Dabei bedeuten
AQSy bzw. : Der Beitrag vori zur Erklarung vort”
AQSy — AQS12 bzw. RZ.MQ : Der gemeinsame Beitrag voXy; und X, Uber1 hinaus
AQS12 bzw.1 — R2, ., : Der unerklarte Rest
AQS,
1 AQS, - AQS AQS1, i
M, M
’ RZ»I1I2 . 1 - R?2J~mlif2 Y
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(5.26) BeIsPIEL
Datensatzstatlab, Y = CBWGT, X1 = MBAG, Xo = FBAG.
Wir passen die Modelld/, und M5 an und fihren eine ANOVA durch:

> fm 0=l m( CTWGT~1)

> fm 12=] m CTWGT~MBAG+FBAG)
> anova(fmo0,fm 12)

Anal ysi s of Variance Tabl e

Model 1: CTWGT ~ 1
Model 2: CTWGT ~ MBAG + FBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 252087
2 1293 247729 2 4358 11.373 1.27e-05 ***
Signif. codes: 0 *‘**** 0.001 ‘**’ 0.01 ‘“** 0.05 *‘.” 0.1 ° " 1

Diese Tabelle liefert uns die Abweichungsquadratsummen der beiden Modelle und ihre
Differenz, den gewiinschten Erklarungswert. Wir lesen daraus die Zunahme ab, die durch
das ModellM 15 erklart werden:

Zunahme von
Erklarungsbeitrag RSquare

M, 4358 0.0173
Rest 247729 0.9827
Summe| 252087 1
100%
T
\\_\\\
1 1.73% = #x X1 Xs 98.27% v

Der P-Wert der F-Gr6RRe sagt uns, dass der Erklarungsbeitrag signifikant ist. Das heisst
in diesem Fall genau folgendes: Die Nullhypothese, dassind X> gemeinsam keinen
Erklarungsbeitrag leisten, wird verworfen.
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Man kann aber auch eine Folge von Modellen untersuchen, die immer komplexer werden.
ANOVA: My C My C Mo

Wir nehmen zunachst die Variahhk, ins Modell auf und anschlieRend,;.

AQSy = (AQSy — AQS2) + (AQS2 — AQS12) +  AQS12
1 = R? + (R? ~-R2 V+(1-R2, )

Y.r2 Y.r1T2 Y2 Y.r122

Dabei bedeuten

AQSy bzw. . Der Beitrag vor zur Erklarung vory”

AQSy — AQSy bzw. R}, : Der Beitrag vonXs, (iber1 hinaus

AQSy — AQS12 bzw. wam — RZ.IQ : Der Beitrag vonX; Uberl und X, hinaus

AQS12 bzw.1 - R?, . :Derunerklarte Rest

Mo AQSy 2— AQSs M, Agsz - AQ25'12 My AQflz v
Ry.wg Rywlwg - Ry.mz 1 - Ry.zlzg

(5.27) BEISPIEL
Datensatastatlab, Y = CBWGT, X1 = MBAG, Xo = FBAG.
Wir passen die Modelld/y, M5 und M7, an und fihren eine ANOVA durch:

> fm 0=l m CTWGT~1)

> fm 2=] m CTWGT~FBAG

> fm 12=] m{ CTWGT~MBAG+FBAG)
> anova(fmo,fm2,fm 12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: CTWGT ~ 1
Model 2: CTWGT ~ FBAG
Model 3: CTWGT ~ MBAG + FBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 252087
2 1294 248517 1 3569 18. 6307 1.707e-05 ***
3 1293 247729 1 788 4.1151  0.04271 *
Signif. codes: 0O ‘**** 0.001 ‘“*** 0.01 ‘“*’ 0.05 ‘.” 0.1 "' 1

Diese Tabelle liefert uns die Abweichungsquadratsummen der beiden Modelle und ihre
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Differenz, den gewtinschten Erklarungswert. Wir lesen daraus ab:

Zunahme von
Erklarungswert RSquare

Mo 3569 0.01416
Mo 788 0.00313
Rest 247729 0.98271
Summe 252 087 1
0/ *** O/n* 0,
M, 1.416% M, 0.313% Mis 98.27% v

Die P-Werte der F-Grof3en liefern uns wieder die Informationen tber die Signifikanz.

Der Erklarungsbeitrag des Pradiktors FBAG ist hoch signifikant, wenn er als erstes und al-
leine ins Modell eingebracht wird. Der zusatzliche Erklarungsbeitrag des Pradiktors MBAG
ist wesentlich geringer, aber gerade noch signifikant.

Was passiert, wenn wir die Variablety, und X, in umgekehrter Reihenfolge ins Modell
einbringen ?

(5.28) BeISPIEL
Datensatzstatlab, Y = CBWGT, X1 = MBAG, Xo = FBAG.
Wir passen die Modelld/y, M7 und M2 an und fihren eine ANOVA durch:

fm 0=l m CTWGT~1)

fm 1=l m CTWGT~MBAG)

f m 12=I n{ CTWGT~MBAG+FBAG)
anova(fmo,fm1l,fm12)
Anal ysi s of Variance Table

vV V V V

Model 1: CTWGT ~ 1
Model 2: CTWGT ~ MBAG
Model 3: CTWGT ~ MBAG + FBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 252087
2 1294 247836 1 4250 22. 1833 2. 745e-06 ***
3 1293 247729 1 108 0.5624 0. 4534
Signif. codes: O ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 “** 0.05 ‘.” 0.1 " 1

Diese Tabelle liefert uns wiederdie Abweichungsquadratsummen der beiden Modelle und
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ihre Differenz, den gewiinschten Erklarungswert. Wir lesen daraus ab:

Zunahme von
Erklarungswert RSquare

M, 4250 0.01686
My 108 0.00043
Rest 247729 0.98271
Summe| 252087 1
Ofy*x* 0, 0,
M, 1.686% M, 0.043% Mo 98.27% v

Wenn wir hier die Signifikanz der Erklarungsbeitrage untersuchen ergibt sich ein ganz an-
deres Bild. Jetzt ist es der Pradiktor MBAG, der hochsignifikant ist, wenn er als erstes und
alleine ins Modell eingebracht wird. Dagegen liefert FBAG keinen signifikanten zusatzli-
chen Erklarungsbeitrag.

M odellselektion

Das ModellM12 nennt man dasaturierte Modell, weil in diesem Modell alle Pradiktor-
variablen berticksichtigt sind, die Gberhaupt in betracht gezogen werden. Wenn der Erkla-
rungsbeitrag des saturierten Modells signifikant ist, dann bedeutet das, dass es zumindest
einige Pradiktorvariablen in diesem Modell gibt, die eine signifikanten Erklarungsbeitrag
besitzen.

Es ist aber durchaus méglich und haufig der Fall, dass keineswegs alle Pradiktoren, die zu
Beginn in betracht gezogen wurden, auch tatsachlich wirklich nétig sind. Naturlich hat von
allen denkbaren Modellen das saturierte Modell den héchsten Erklarungsbeitrag. Aber ein
einfacheres Modell, dh. ein Modell mit weniger Pradiktoren ist dann vorzuziehen, wenn der
zusatzliche Erklarungsbeitrag des saturierten Modells nicht signifikant ist.

(5.29) BeISPIEL
Datensatastatlab, Y = CBWGT, X1 = MBAG, X9 = FBAG.

Wir passen die Modell@1,, M7 und M7, an und wollen eine Modellselektion durchfiihren.
Zu diesem Zweck sehen wir uns zunachst die Verhaltnisse in einem Diagramm an:

1.416%*** M,

98.27%

My

1.686%** 0.043%

M

Dieses Diagramm zeigt uns die Zunahmen an Erklarungswert, die durch die Aufnahme der
Pradiktorvariablen in das Modell verursacht werden. Wir sehen noch einmal, dass beide
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Erklarungsvariablen hoch signifikant sind, wenn sie alleine zur Erklarung herangezogen
werden. Andererseits ist der zusatzliche Erklarungswert der Pradiktorvariablen eher gering.
Nur MBAG liefert einen schwach signifikanten zusétzlichen Erklarungsbeitrag.

Wir wenden uns nun der Modellselektion zu.

Das saturierte Modell ist, wie wir wissen, signifikant. Wenn wir das saturierte Modell nun
vereinfachen wollen, miissen wir solche Pradiktoren aus dem saturierten Modell entfernen,
die keinen signifikanten Beitrag leisten.

Im vorliegenden Beispiel ist es so, dass der Pradiktor FBAG im saturierten Modell keinen
signifikanten Beitrag leistet. Daher entfernen wir ihn aus dem Modell. Auf diese Weise
gelangen wir zum ModellM/; mit dem Pradiktor MBAG. Dieses Modell 1af3t sich nicht
weiter vereinfachen, denn der Erklarungsbeitrag von MBAG im Madigliist signifikant.

Wir haben also den Prédiktor FBAG aus dem Modell entfernt, obwohl er signifikant ist,
wenn er als erster und einziger Pradiktor ins Modell aufgenommen wird. Hatten wir den
Pradiktor MBAG nicht zu Verfiigung, dann ware das Moddl} durchaus ein brauchbares
Erklarungsmodell. Da aber MBAG offenbar mehr erklart, und weil FBAG nichts zusétzlich
beitragt, fuhrt die Modellselektion zum optimalen Erklarungsmogigll

(5.30) BeISPIEL:

Datensatstatlab, Y = CBWGT, X1 = MBAG, X9 = FBAG.

Wir passen die Modell@/,, M7 und M7, an und wollen eine Modellselektion durchfiihren.
Zundachst stellen wir fest, dass das saturierte Modell signifikant ist:

> anova(fmo0,fm 12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: FIT ~ 1
Model 2: FIT ~ MBAG + FBAG
Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1295 6031071
2 1293 5911695 2 119376 13. 055 2.437e-06 ***

Signif. codes: 0 “***’ 0.001 ‘*** 0.01 “*" 0.05 ‘. 0.1 " 1
AnschlieRend verschaffen wir uns die Details fur die Modellselektion.

fm 12=| n( FI T~MBAG+FBAG)
fm 1=I n( FI T~MBAG)

fm 2=I n{ FI T~FBAG)

fm 0=l n( FI T~1)

V V. V V

> anova(fmoO,fm1,fm12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: FIT ~ 1
Model 2: FIT ~ MBAG
Model 3: FIT ~ MBAG + FBAG
Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
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1 1295 6031071
2 1294 6015831 1 15240 3. 3332 0. 06813 .
3 1293 5911695 1 104137 22.7767 2.027e-06 ***

Signif. codes: O *‘**** 0.001 ‘*** 0.01 “** 0.05 *.” 0.1 ° " 1

> anova(fmoO,fm2,fm12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: FIT ~ 1
Model 2: FIT ~ FBAG
Model 3: FIT ~ MBAG + FBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 6031071
2 1294 6024767 1 6304 1.3788 0. 2405

3 1293 5911695 1 113072 24. 7311 7.477e-07 ***

Signif. codes: O *‘**** 0.001 ‘*** 0.01 “** 0.05 *.” 0.1 ° " 1

Wir bauen das Diagramm auf:

M

0.25% 87%***

98.02%

My

0.1% My 1.73%***

Dieses Ergebnis ist sehr interessant, weil es sich vom vorangehenden Beispiel vollig unter-
scheidet.

Keiner der beiden Pradiktoren leistet fir sich allein einen signifikanten Erklarungsbeitrag.
Gemeinsam ist jedoch der Erklarungsbeitrag hoch signifikant. Im saturierten Modell kann
keiner der Pradiktoren weggelassen werden.

Um eine Interpretation dieses Ergebnisses zu erhalten, sehen wir uns die Regressionskoef-
fizienten an:

> coef(fm 12)
(I'ntercept) VBAG FBAG
152. 353296 2.768139  -2.393962

Sie sind ungefahr gleich grol3, aber haben unterschiedliches Vorzeichen. Offenbar ist es
die Differenz der Pradiktoren (Altersunterschied der Eltern), die die Responsevariable FIT
erklart: Je groRer FBAG-MBAG ist, desto kleiner ist FIT !

An dieser Stelle muss allerdings ein Warnhinweis gegeben werden. Es ist keinesfalls so,
dass ein solches Erklarungsmodell als kausales Modell interpretiert werden darf. Das ge-
ringere Familieneinkommen ist keinesfalls die Folge des Altersunterschieds der Eltern !
Vielmehr muss man hier vermuten, dass soziale und ethnische Faktoren sowohl die Varia-
ble FIT als auch die Differenz FBAG-MBAG beeinflussen.

Einen Hinweis gibt uns das Streudiagramm:

> pl ot (FBAG MBAG, FI T)
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Erst ab einem Altersunterschied von >10 Jahren scheinen die hohen Familieneinkommen zu
fehlen. Man miRte genau untersuchen, welche Faktoren fir diese Gruppe kennzeichnend
sind. Es kdnnte sich z.B. um geschiedene und wiederverheiratete Manner handeln, deren
FIT durch Alimentationszahlungen geringer ist.

Wir fassen zusammen:
e Als erstes ist zu prifen, ob das saturierte Modell signifikant ist.
Wenn ja, dann startet die Modellselektion.

Wenn nein, dann liefern die Pradiktoren (einzeln und in ihrer Gesamtheit) keinen
Erklarungsbeitrag.

e Die Modellselektion sucht ein einfacheres Modell als das saturierte Modell.

¢ Der Ubergang zu einem einfacheren Modell ist dann moglich, wenn das saturierte
Modell keinen dartiber hinausgehenden signifikanten Erklarungsbeitrag leistet.

Signifikanzpr Gfung der Parameter

Ein haufiger Fehler bei der Interpretation von Regressionsmodellen besteht darin, dass die
Modellselektion nur auf Grund der Parameterschatzungen durchgefihrt wird.

Die P-Werte der F-Gro3en in der Parameterschatzung betreffen aber lediglich die zusatz-
lichen Erklarungswerte der Pradiktoen, wenn sie jeweils als letzte ins Modell eingebracht
werden.Es ist daher falsch, all jene Pradiktoren aus dem Modell zu enfernen, deren
Regressionskoeffizienten nicht signifikante P-Werte besitzen !

(5.31) BeISPIEL:

Wir konstruieren ein Beispiel, an dem sehr drastisch deutlich wird, wie man es nicht machen
darf.

Z=rnor n( 100)

Y=Z+r nor n( 100)
X1=Z+0. 01*r nor m 100)
X2=Z+0. 01*r nor m 100)

V V.V V

Dieses Datenmaterial ist so konstruiert, dass beide Pradikfoyamd X, die Response-
variableY sehr gut erklaren, aber dass sie selbst sehr &hnlich sind, dh. hoch korreliert sind.
Wenn man daher einen der beiden Pradiktoren ins Modell einfiihrt, dann braucht man den
jeweils anderen nicht mehr.

Die Parameterschatzung fur das saturierte Modelleergibt:
> fm 12=] n{ Y~X1+X2)
> summary(fm 12)

Cal Il :
Imformula = Y ~ X1 + X2)

Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max
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-2.90018 -0.57157 0.02383 0.61880 1.89941

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(I'ntercept) -0.19005 0.09329 -2.037 0.0444 *

X1 8.59120 6. 25289 1.374 0.1726
X2 -7.60747 6. 26229 -1.215 0. 2274
Signif. codes: O ‘**** 0.001 ‘*** 0.01 “** 0.05 *.” 0.1 ° " 1

Resi dual standard error: 0.9269 on 97 degrees of freedom
Mul tipl e R Squared: 0.572, Adj usted R-squared: 0.5632
F-statistic: 64.82 on 2 and 97 DF, p-value: < 2.2e-16

Das saturierte Modell ist also hoch signifikant. Aber beide Pradiktoren haben nicht signifi-
kante Regressionsparameter.

Das ist aber nur scheinbar ein Widerspruch. Jeder der beiden Regressionsparameter kann fur
sich gleich Null gesetzt werden, weil ja der andere noch da ist. Aber man kann keinesfalls
beide Pradiktoren aus dem Modell streichen !

Die ANOVA-Tabellen zeigen dies sehr deutlich:

fm 1=l m( Y~X1)

fm 2=l m( Y~X2)

fm 0=l m(Y~1)
anova(fmo,fm1,fm 12)
Anal ysis of Variance Tabl e

V V V V

Model 1: Y ~ 1
Model 2: Y ~ X1
Model 3: Y ~ X1 + X2
Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 99 194.725
2 98 84.611 1 110. 114 128. 1574 <2e-16 ***
3 97 83.343 1 1.268 1.4758 0.2274
Signif. codes: O ****’ (0.001 ***’ 0.01 “** 0.05 “.” 0.1 ° " 1
> anova(fmo,fm2,fm12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: Y ~ 1
Model 2: Y ~ X2
Model 3: Y ~ X1 + X2

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 99 194.725
2 98 84.965 1 109. 760 127. 7454 <2e-16 ***
3 97 83.343 1 1.622 1.8878 0.1726

Signif. codes: O ‘***’ 0.001 “*** 0.01 “* 0.05"*'.” 0.1 °*° " 1
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Durchflhrung der Modellselektion

Es ist ziemlich aufwendig, alle moglichen ANOVA-Sequenzen aufzustellen, um alle nétigen
AQS-Werte zu erhalten. Daher liegt es nahe, mit einem einfachen Programm die wichtigen
GroRen mit einem Schlag zu berechnen.

Zu diesem Zweck enthalt unsere LibrdrinAlg.r die Funktionmodelselection.

(5.32) BeIsPIEL

Wir beginnen mit dem Beispiel, das wir mittlerweile am besten kennen. Die Funkiben
delselection wird auf eine Matrix angewendet, die als erste Spalte die Responsevariable,
und in den anderen Spalten die Pradiktorvariablen enthélt.

Nach Aufruf der Funktion werden fiir alle Modelle (alle denkbaren Teilmengen von Pradik-
torvariablen) das Bestimmtheitsmal3 und der zugehdorige P-Wert berechnet.

Das sieht dann so aus:

> nodel sel ecti on(cbi nd( CTWGT, MBAG, FBAG) )
Expl Var RSquare PVal ue MBAG FBAG

2 0.01729 1 1

1 0.01416 0.04271 0 1

1 0.01686 0.45342 1 0

0 le- 05 0 0

A OWDNPE

Hierzu sind allerdings einige Erklarungen notig.

Die Modelle werden in den letzten beiden Spalten beschrieben, und zwar durch Indikatoren
(0 oder 1) der ins Modell genommenen Pradiktoren. Die Tabelle beginnt also mit dem sa-
turierten Modell und endet mit dem Konstantenmodell. In der ersten Spalte wird angezeigt,
wieviele Pradiktoren das jeweilge Modell enthalt.

In der zweiten Spalte ist das Bestimmtheitsmall (RSquare) des jeweiligen Modells ange-
geben. Es handelt sich also um den Anteil der durch das Modell erklarten AQS relativ zur
AQS des Konstantenmodells.

Die dritte Spalte enthalt die fir die Modellselektion wesentliche Information. Es handelt
sich um die P-Werte jener Nullhypothesen, die durch die letzten beiden Spalten definiert
werden.

Nullhypothese: Die durch 0 gekennzeichneten Pradiktoren haben keinen Erklarungswert.

P-Wert: Wahrscheinlichkeit der beobachteten Daten unter der Voraussetzung, dass die
Nullhypothese zutrifft.

Wenn wir nun fur unser Beispiel die Modellselektion nach dieser Tabelle durchfiihren wol-
len, gehen wir so vor:

e Wir Uberprifen zunachst, ob das saturierte Modell Gberhaupt signifikant ist. Zu die-
sem Zweck verwenden wir den P-Wert des Konstantenmodells. Ist dieser P-Wert klei-
ner als das von uns zugrundegelegte Signifikanzniveau (z.B. < 0.05), dann wird das
Konstantenmodell als Nullhypothese abgelehnt und daher liefert das saturierte Mo-
dell einen signifikanten Erklarungsbeitrag.
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e Als nachsten Schritt werden alle weiteren Modelle ausgeschieden, die als Nullhypo-
these abgelehnt werden, dh. deren P-Wert kleiner ist als das von uns zugrundegelegte
Signifikanzniveau (z.B. < 0.05).

Alle Gbrigen Modelle sind mit dem Datenmaterial vertraglich, dh. sie verlieren relativ
zum saturierten Modell keine signifikante Information.

e \on allen Modellen, die verblieben sind, suchen wir das einfachste, dh. jenes mit der
geringsten Anzahl von Pradiktoren.

e Falls es mehrere Modelle gibt, deren P-Wert nicht signifikant ist, und deren Anzahl
von Pradiktoren minimal ist, dann wahlen wir jenes Modell, das am besten zu den
Daten passt, dh. jenes mit dem grol3ten P-Wert.

(5.33) BeISPIEL:
Unser Beispiel

> nodel sel ecti on(cbi nd( CTWGT, MBAG, FBAG) )
Expl Var RSquare PVal ue MBAG FBAG
2 0.01729 1 1
1 0.01416 0.04271
1 0.01686 0.45342
0 le- 05

A OWDNPRP
o+ O

1
0
0
wird dann folgendermalf3en interpretiert:

Das saturierte Modell ist signifikant, da Modell 4 abgelehnt wird. Modell 2 wird ebenfalls
abgelehnt. Dagegen ist Modell 3 mit den Daten vertréaglich: Wir entscheiden uns fir MBAG
als alleinigen Préadiktor.

(5.34) BEISPIEL:
Das Beispiel

> nodel sel ecti on(cbi nd(FI T, MBAG FBAG))
Expl Var RSquare PVal ue MBAG FBAG

1 2 0.01979 1 1
2 1 0.00105 0 0 1
3 1 0.00253 0 1 0
4 0 0 0 0

wir so interpretiert:

Das saturierte Modell ist signifikant, aber keines der einfacheren Modelle ist mit den Daten
vertraglich. Daher entscheiden wir uns fir das saturierte Modell.

(5.35) BeISPIEL:

Das Beispiel
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> nodel sel ection(cbi nd(Y, X1, X2))
Expl Var RSquare PVal ue X1 X2
2 0.572 1 1
1 0.56367 0.17262 0 1
1 0.56548 0.22739 1 O
0 0O 0 O

A OWNPRP

wir so interpretiert:

Das saturierte Modell ist signifikant. Aber auch die einfacheren Modelle 2 und 3 sind mit
den Daten vertraglich. Da diese beiden Modelle gleich komplex sind, entscheiden wir uns
fur Modell 3, da es den grél3eren P-Wert besitzt.

5.2.4 Aufgaben

Die folgenden Aufgaben sollen mit quantitativen Variablen der Datenstgidab undkre-
ditscoring und zwei Pradiktoren durchgefihrt werden.

(5.36)Aufgabe; Berechnen Sie die Regressionskoeffizienten mit Hilfe der R-Funktion

(5.37)Aufgabe: Berechnen Sie die Regressionskoeffizienten mit Hilfe der expliziten For-
meln.

(5.38)Aufgabe: Stellen Sie die Designmatrix auf und berechnen Sie die Regressionskoef-
fizienten mit Hilfe der Normalgleichungen.

(5.39) Aufgabe: Berechnen Sie die Abweichungsquadratsummen fir die ANOVA-Tabelle
ohne die Funktionesummary undanova zu verwenden.

(5.40) Aufgabe: Stellen Sie ANOVA-Tabelle (Funktioanova) auf und interpretieren Sie
sie hinsichtlich des Signifikanzsproblems. Stellen Sie die Varianzanalyse schematisch als
Diagramm dar. Machen Sie das fiur alle méglichen Modelle.

(5.41)Aufgabe: Fuhren Sie eine Modellselektion durch.

1. Was ist ein zweifaches lineares Regressionsmodell ? Erklaren Sie die Begriffe Re-
gressionsparameter und Residuen !

2. Welche Erklarungsmodelle knnen bei einem zweifachen Regressionsmodell gepriift
werden ?

3. Wie definiert man den multiplen Korrelationskoeffizienten beim zweifachen Regres-
sionsmodell ?

4. Wie hangt der multiple Korrelationskoeffizient mit dem Erklarungsbeitrag zusam-
men ?

5. Was ist das Bestimmtheitsmass ? Wie hangt der multiple Korrelationskoeffizient mit
dem Bestimmtheitsmass zusammen ?

6. Was versteht man unter dem saturierten Modell ?

7. Wie wird eine Modellselektion durchgefihrt ?
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5.3.1 DieFragestellung

Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit statistischen Erklarungsmodellen, bei denen ei-
ne quantitative Responsevariable durch eine oder mehrere Pradiktorvariable erklart werden
sollen. Bis jetzt haben wir nuRegressionsmodelle betrachtet, dh. solche Erklarungsmo-
delle, bei denen alle Pradiktorvariablen vom quantitativen Typ sind. AuRerdem haben wir
uns auflineare Regressionsmodelle beschrankt, dh. auf Modelle, bei denen die Regressi-
onsfunktion eine lineare Funktion ist.

Nun wenden wir uns der Frage zu, wie man Erklarungsmodelle behandeln kann, bei denen
die Pradiktoren auch qualitative Variable sein kdnnen. Zun&chst wird uns langere Zeit der

Fall beschéatftigen, bei dem ein einziger Pradiktor auftritt, der au3erdem eine qualitative
Variable ist.

5.3.2 Préadiktoren mit zwei Kategorien

Modell und Modellvergleich

Ein qualitativer Pradiktor mit zwei Kategorien ist einfach eine Aufteilung der Untersu-
chungsobjekte in zwei Gruppen. Der EinfluR eines solchen Pradiktors auf die Response-
variable kann sich nur so auf3ern, dass die Responsevariable in jeder der beiden Gruppen
eine andere Verteilung besitzt. In unserem Fall interessiert uns nur der Einfluss auf den
Erwartungswert bzw. den Mittelwert.

Es sei alsaX ein Pradiktor mit den Kategorien undas. Unser Modell besteht darin, dass
die Responsevariablé auf den beiden Gruppef; = {i : ; = a1} undGy = {i : ; =
az} unterschiedliche Wertg; und e annimmt (bis auf einen zufélligen Res}:

_J m+e wennie Gy
Yi = po + e wenni € Go

Das ist natirlich ein Regressionsmodell. Um das rasch zu sehen, nehmen wir der Einfach-
heit halber an, dass; = {1,2,...,n1} undGs = {n1 + 1,n1 + 2,...,n}:

Y1 =11 4+0-pu2+ €
Yy =1-p1 +0- p2+ €
Yng =1-p1+0-p2+ €n,
Yny+1=0-p1 + 1+ pg + €py41

Yn =0-pu1+1-ps+ e,
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Das Modell besitzt also die Designmatrix

X=1120
01

01
Wir kdnnen dieses Modell mit der LSQ-Methode sehr leicht anpassen. Es ist bereits oh-

ne Berechnungen klar, was als Parameterschatzungen herauskommen wird. Natdrlich die
Gruppenmittelwerte:

N Y1ty +--+y N Yni+1 T Yny42 + -ty
i1 = o, = ound fig = gg, = -

ny n2

Dies liegt daran, dass innerhalb jeder Gruppe der Mittelwert jene Konstante ist, die nach
dem LSQ-Prinzip optimal ist.

(5.43) BeIsPIEL

Wir stellen die Frage, wie gut im Datensatatlab die Variable CBSEX die Variable CT-
PEA erklart. In anderen Worten: Hat das Geschlecht Einflul3 auf die Intelligenz ?

Wir fihren die Modellanpassung auf zwei verschiedene Arten durch.
1. Gruppenmittelwerte:

> t abl e( CBSEX)
CBSEX
0 1
648 648
> tappl y( CTPEA, CBSEX, nean)
0 1
77.21142 80.96142

Wir sehen aus diesen Tabellen, dass die beiden Gruppen gleich grof3 sind, und dass in der
zweiten Gruppe der Mittelwert hoher ist als in der ersten Gruppe (Madchen sind kltiger !).

2. LSQ-Anpassung:

Wir iberzeugen uns nun, dass die LSQ-Anpassung zum gleichen Ergebnis flihrt. Wir stellen
die Designmatrix auf:

> X=cbhi nd( CBSEX==0, CBSEX==1)
> X[ 1:3,]

[.1] [.2]
1,] TRUE FALSE
2,] TRUE FALSE
3,] TRUE FALSE
[ 1294: 1296, ]
[.1] [.2]
[1,] FALSE TRUE
[2,] FALSE TRUE
[3,] FALSE TRUE

[
[
[
>
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und I6sen die Normalgleichungen:
> nu=sol ve(t (X) % %X) % % ( X) % UCTPEA
> nu

[, 1]
[1,] 77.21142
[2,] 80.96142

Als Resultat erhalten wir die Gruppenmittelwerte.

Die Anpassung des 2-Gruppen-Modells alleine gibt uns noch keine Auskunft dartiber, wie
grol3 bzw. signifikant der Einfluss des Pradiktors auf die Responsevariable ist.

Wie kann man den Einfluss des Préadiktors auf die Responsevariable messen ? Daflr gibt es
zwei Moglichkeiten, die aber, wie wir sehen werden, eng miteinander zusammenhangen.

1. Wenn die beiden Gruppenmittelwerte gleich gro3 sind, dann hat der Pradiktor offenbar
keinen Einfluss. Ein Einfluss des Pradiktors zeigt sich also am Unterschied der Gruppen-
mittelwerte.

2. Wenn das 2-Gruppen-Modell einen héheren Erklarungswert besitzt als das Konstanten-
modell, dann ist das auch ein Hinweis auf einen Einfluss des Pradiktors auf die Response-
variable.

Die erste der beiden Moglichkeiten ist intuitiv nédherliegend als die zweite. Deshalb spielen

in der Praxis sogenannte Zweistichprobentests eine sehr grof3e Rolle, bei denen es eben um
den EinfluR eines dichotomen Pradiktors auf eine andere Variable (die Responsevariable)
geht. Wenn allerdings der Pradiktor mehr als zwei Kategorien besitzt, dann tritt die zweite
der beiden Mdglichkeiten in den Vordergrund. Es ist daher wichtig, schon im einfachsten
Fall (mit zwei Kategorien) die Funktionsweise zu verstehen.

(5.44) BelspIEL

Wir vergleichen das Modell CTPEACBSEX mit dem Modell CTPEA-L.
Wir passen zunachst das Konstantenmodell an:

> fm 0=l m( CTPEA~1)

Anschlie3end passen wir das 2-Gruppenmodell an. Wir machen das jetzt mit der Funktion
Im:

X1=( CBSEX==0)
X2=( CBSEX==1)
fm 1=l m CTPEA~0+X1+X2)
sunmary(fm 1)

Cal |l :
Im(formula = CTPEA ~ 0 + X1 + X2)

Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max
-27.9614 -6.9614 0. 7886 6.0386 49. 0386
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Coefficients: (1 not defined because of singularities)
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

X1FALSE 80.9614 0. 4087 198.1 <2e-16 ***
X1TRUE 77.2114 0. 4087 188. 9 <2e-16 ***
Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 “**’ 0.01 “*" 0.05*.” 0.1 " 1

Resi dual standard error: 10.4 on 1294 degrees of freedom
Mul ti pl e R Squared: 0.983, Adj usted R-squared: 0.983
F-statistic: 3.747e+04 on 2 and 1294 DF, p-value: < 2.2e-16

Wir sehen, dass die Parameterschatzungen genau die Gruppenmittelwerte sind, wie wir ja
erwarten. Die Ubrigen Teile der Tabelle sind uninteressant, da sie die Hypothesen abtesten,
dass die Gruppenmittelwerte gleich Null sind (was selbst heutzutage eine unrealistische
Hypothese ist).

Nun folgt der Vergleich der Modelle:

> anova(fmo,fm1l)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: CTPEA ~ 1
Model 2: CTPEA ~ 0 + X1 + X2

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1295 144596
2 1294 140040 1 4556 42. 101 1.231e-10 ***
Signif. codes: 0O ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘** 0.05°‘.” 0.1 " 1

Wir sehen, dass der Erklarungswert des 2-Gruppen-Modells hochsignifikant ist. Daraus
schlieRen wir, dass CBSEX einen Einfluss auf CTPEA hat.

Parametrisierung durch Haupteffekte

Grundsatzlich haben wir im vorangehenden Abschnitt alles gesagt, was nétig ist, um die
Fragestellung zu beantworten. Allerdings gibt es elegantere und informativere Moglichkei-
ten, das Problem anzugehen. Es geht uns ja eigentlich um die Unterschiede der Gruppen-
mittelwerte.

Unser 2-Gruppen-Modell lautet in seiner urspringlichen Form

- m+e wennie Gy
Yi = [o + € wenni € Go

Dabei sindu; und o die theoretischen Gruppenmittelwerte (Erwartungswerte). Wir be-

zeichnen mit

_ . Mt e

i 2
den Durchschnittswert. Wenn zwischen den Grup@emund G5 kein Unterschied besteht,
dann gilt

pr=p2=p = m—p=pm—p=0
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Jeder Unterschied zwisch@gp und . fihrt dazu, dass auch die Differenzen zum Mittelwert
von Null verschieden werden:

. . H1 — K2
mFER = m-p=-(p-p=—7F—"#0

(5.45) DEFINITION:

Man nennt die Unterschiede zwischen den Gruppenmittelwgrtamd 1o einerseits und
ihrem Durchschnittswert andererseits die Haupteffekte des Pradiktprs-Xpi, s — [

Es besteht nun die Mdglichkeit, das Regressionsmaddeldl X so zu parametrisieren, dass
einer der beiden Haupteffekte zugleich Regressionsparameter des Modells ist.

Wir definieren nun das Regressionsmodél- X so, dass der erste Haupteffekt Regressi-
onsparameter ist. Zu diesem Zweck definieren wir

Bo=1 = 2p1 + Spe

Pr=n — =5 — 52

(Wir brauchen nur zwei Regressionsparameter, weil es auch nur zwei Gruppenmittelwerte
gibt.) Aus diesem Gleichungssystem ergibt sich, wie wir im urspringlichen Modell die
Parametef; undus zu ersetzen haben. Wir I6sen das Gleichungssystem

> C=cbi nd(c(0.5,0.5),c(0.5,-0.5))

> C
[.1] [.2]
[1,] 0.5 0.5
[2,] 0.5 -0.5
> solve( Q)
[.1] [.2]
[1,] 1 1
[2,] 1 -1
und erhalten
1 = Bo + B
p2 = Bo — P

Man nennt die MatriXC die Kontrastmatrix des Modells. Aus der Inversen der Kontrastma-
trix gewinnen wir die Designmatrix unseres neuen Regressionsmodells:

[ Bo+Bi+e wennie Gy
v Bo — B1+¢€ wenni € G

Die Designmatrix lautet also:

1 1
1 1
X=]11 -1
1 -1
1 -1

Gegeniber unserem urspringlichen 2-Gruppen-Modell hat dieses Modell den Vorteil, dass
der Regressionsparametgérdie Information Gber den Unterschied zwischen den Gruppen
angibt.
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(5.46) BEISPIEL:

Wir parametrisieren das Modell CTPEACBSEX mit Haupteffekten. Das machen wir von
Anfang an, obwohl wir im Grunde schon wissen, wie die Designmatrix aussehen muss.

Zunachst bendtigen wir Hilfsvektoren:

> e=c(1,1)
> el=c(1,0)
> e2=c(0,1)

Die Kontrastmatrix hat die Form

> C=rbind(el/ 2, el-el?2)
> C
[.1] [.2]
[1,] 0.5 0.5
[2,] 0.5 -0.5

Durch Invertieren erhalten wir die Koeffizienten der Designmatrix:

> coef. desi gn=sol ve( O
> coef. design
[.1] [.2]
[1,] 1 1
[2,] 1 -1

Die erste Spalte der Designmatrix ist konstant =1. Um die zweite Spalte zu erhalten, missen
wir die Variable CBSEX mit den entsprechenden Koeffizienten der Designmatrix verschlis-
seln:

> dunmy=coef . desi gn[ f act or ( CBSEX) , 2]
> dummy|[ 1: 5]

[1] 11111

> dummy[ 1292: 1296]

[1] -1 -1 -1 -1 -1

Dieser Vorgang ist so zu erklaren: Die Funkti@etor kodiert die Werte von CBSEX mit
Nummern 1,2,. .. Diese Nummern setzten wir dann als Indizes in die zweite Spalte der Ko-
effizientenmatrix ein.

Unser Modell hat nun die Variablen 1 (Konstante) uhanmy (die Kodierung des ersten
Haupteffekts). Wir passen das Modell an und sehen uns das Ergebnis an:

> f mel M CTPEA~dumy)
> sunmary(fm

Cal | :
I m(formula = CTPEA ~ dumy)
Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max

-27.9614 -6.9614 0. 7886 6. 0386 49.0386

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
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(I'ntercept) 79. 086 0.289 273.681 < 2e-16 ***
dunmy -1.875 0.289 -6.489 1.23e-10 ***
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 “**’ 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " 1

Resi dual standard error: 10.4 on 1294 degrees of freedom
Mul tipl e R Squared: 0.03151, Adj usted R-squared: 0.03076
F-statistic: 42.1 on 1 and 1294 DF, p-value: 1.231le-10

Die Parameterschatzungen haben genau die Werte, die wir erwarten. Die Signifikanz des
Parameters vodummy ist nichts anderes als die Signifikanz des ersten Haupteffekts, also
des Gruppenunterschieds.

5.3.3 Préadiktoren mit mehr als zwei Kategorien

Parametrisierung durch Haupteffekte

Wir fihren den Vorgang an einem Beispiel durch. Unsere Responsevariable sei CTPEA und
die Pradiktorvariable sei MTE. MTE ist eine qualitative Variable mit 5 Auspragungen.

Es gibt also 5 Gruppen von Familien, die den 5 Auspragungen der Variablen MTE entspre-
chen. In jeder Gruppe hat CTPEA einen Mittelwert. Wenn wir die theoretischen Mittelwerte
(Erwartungswerte) mity, k = 1,2, 3,4, 5, bezeichnen, dann kommen wir zum Modell

u1+ € wenni € Gy
o + € wenni € G
Yi =49 .

us + ¢ wenni € Gs

Wir wollen aber nicht mit den Gruppenmittelwerten parametrisieren, sondern mit den
Haupteffekten

/1’1_/27 /’[’2_/17"'7 /'L5_:D/
Wir machen daher den Ansatz

Bo =

Br=p1—p
B2 = p2 — fi
B3 = p3 —
Ba = pa — fi

Wir brauchen nur 4 Haupteffekte, weil wir insgesamt nur 5 Regressionsparameter benoti-
gen. Dieses Gleichungssystem hat als Matrix die Kontrastmatrix:

e=rep(1,5)

el=c(1,0,0,0,0)

e2=c(0,1,0,0,0)

e3=c(0,0,1,0,0)

e4=c(0,0,0,1,0)

C=rbind(e/5, el-e/5,e2-e/5,e3-¢e/5, ed-elb)
C

V V.V VVVYV

[.1] [.2] [.3] [.4] [,3]
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Wir rechnen daraus die Koeffizienten der Designmatrix aus:

> coef. desi gn=round(sol ve(C, 5)
> coef . design

[.1] [.2] [.3] [.4] [,3]

[1,] 1 1 0 0 0
[2,] 1 0 1 0 0
[3,] 1 0 0 1 0
[4,] 1 0 0 0 1
[5,] 1 -1 -1 -1 -1

Diese Matrix gibt uns an, wie wir die Pradiktorvariable MTE verschlisseln missen: Durch 4
Dummyvariable, die den 4 letzten Spalten der Koeffizientenmatrix entsprechen. Wir fihren
nun die Verschlusselung durch und passen das Modell an:

> dumry=coef. desi gn[ fact or (MIE), 2: 5]
> f mel m( CTPEA~dunty)
> summary(fm

Cal | :
I m(formula = CTPEA ~ dumy)

Resi dual s:
M n 1Q Median 30Q Max
-29.9313 -6.7490 0.2180 6. 0687 50.1849

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(I'ntercept) 76.81720 0. 46933 163.675 < 2e-16 ***

dumyl -7.70181 1.57236 -4.898 1.09e-06 ***

dumy?2 -3.34195 0.89443 -3.736 0.000195 ***

dummy3 -0. 06821 0.58206 -0.117 0.906729

dumy4 2.99791 0.61053 4.910 1.03e-06 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 “**' 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " " 1

Resi dual standard error: 9.879 on 1291 degrees of freedom
Mul tipl e R Squared: 0.1287, Adj usted R-squared: 0.126
F-statistic: 47.67 on 4 and 1291 DF, p-value: < 2.2e-16

Bevor wir uns mit der Interpretation dieser Ergebnisse auseinandersetzen, sehen wir uns an,
wie R den Vorgang automatisiert.

Wenn R in einer Modellformel mit einem qualitativen Pradiktor konfrontiert wird (einem
.Faktor” in der Terminologie von R), dann verschlisselt R diesen Pradiktor grundsatzlich
in genau der gleichen Art und Weise, wie wir das gemacht haben. R speichert die konkreten
Koeffizienten flr die Verschliisselung in einem Attribut mit der Bezeichraamgr asts.
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Es gibt viele verschiedene Arten von Verschliisselungen, die sich in den Koeffizienten un-
terscheiden. Die Voreinstellung von R lautet:

> contrasts(MIE)
12314
000O00O
11000
20100
30010
40001

Diese Wahl der Koeffizienten fur die Designmatrix kennen wir noch nicht und sie sagt
uns auch nichts. (Wir lernen im nachsten Unterabschnitt, wie man feststellen kann, welche
inhaltliche Interpretation diese Koeffizienten haben.)

Wir andern nun die Voreinstellung so ab, dass unser Modell verwendet wird, bei dem die
Regressionsparameter den ersten 4 Haupteffekten entsprechen. R liefert uns die benétigten
Koeffizienten durch

> contr.sumb5)
[.1] [.2] [.3] [,4]

1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
4 0 0 0 1
5 -1 -1 -1 -1

Im R-Jargon wiirde man sagen: Das sind die Modellkoeffizienten der ,Summenkontraste”.
Um zu erreichen, dass R bei der Modellanpassung die Designmatrix mit den Summenkon-
trasten verschliisselt, &ndern wir das Kontrastattribut des Pradiktors:

> contrasts(MIE) =contr. sun(5)
> contrasts(MIE)

[.11 [.2] [.3] [.4]

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
2 0 0 1 0
3 0 0 0 1
4 -1 -1 -1 -1

Nun kénnen wir die Modellanpassung so durchfiihren, wie wir es gewohnt sind:

> f mel m CTPEA~MIE)
> summary(fm

Cal I :
I m(formula = CTPEA ~ MIE)

Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max
-29.9313 -6.7490 0.2180 6. 0687 50.1849

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(I'ntercept) 76.81720 0. 46933 163. 675 < 2e-16 ***
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MTE1 -7.70181 1.57236 -4.898 1.09e-06 ***

MTE2 - 3. 34195 0.89443 -3.736 0.000195 ***

MTE3 -0. 06821 0.58206 -0.117 0.906729

MTE4 2.99791 0.61053 4.910 1.03e-06 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 “**’ 0.01 “*" 0.05*.” 0.1 " 1

Resi dual standard error: 9.879 on 1291 degrees of freedom
Mul tiple R Squared: 0.1287, Adj usted R-squared: 0.126
F-statistic: 47.67 on 4 and 1291 DF, p-value: < 2.2e-16

Als Ergebnis erhalten wir, dass lediglich der dritte Haupteffekt nicht signifikant ist. Wir
Uberzeugen uns noch, dass die Parameterschéatzungen tatsachlich mit den Haupteffekten
Ubereinstimmen:

> mrt appl y( CTPEA, MTE, nean)
>m

0 1 2 3 4
69. 11538 73. 47525 76.74899 79.81510 84.93127
> mu. bar =nmean(n)
> mu. bar
[1] 76.8172
> m nu. bar

0 1 2 3 4

-7.70181451 -3.34195160 -0.06821127 2.99790504 8.11407235

Die ersten beiden Gruppen haben signifikant unterdurchschnittliche Gruppenmittelwerte,
die vierte Gruppe (Kode 3) hat einen signifikant iberdurchschnittlichen Gruppenmittelwert.

Der Gruppenmittelwert der flinften Gruppe (Kode 4) ist auch auffallig grof3. Allerdings
haben wir keine Information tber die Signifikanz, da sich der fiinfte Haupteffekt nicht unter
den Regressionsparametern befindet.

Parametrisierung mit gewahlten Kontrasten

Die Haupteffekte sind nur eine von vielen Moglichkeiten, die Regressionsparameter fur
einen qualitativen Pradiktor zu definieren. Wir erklaren nun den allgemeinen Vorgang.

Gegeben sei ein qualitativer Pradiktor raiAuspréagungen. Wenn ein Regressionsmodell
mit dieser Pradiktorvariablen aufgestellt werden soll, dann muss dieses Mdeiameter
besitzen, denn grundsatzlich kann jeder Gruppenmittelwert, . . ., ux bei der Model-
lanpassung frei gewahlt werden. Man sagt, das Modell besitzt die Dimehsioier (in
alter statistischer Terminologié)Freiheitsgrade.

Allerdings vergleichen wir ein solches Modell stets mit dem Konstantenmodell, das selbst
einen Freiheitsgrad besitzt (die Dimension 1 hat). Es sind dahek rut Parameter, die
durch eine Pradiktorvariable mitAuspragungen zusatzlich zur Modellanpassung (zur Er-
klarung der Responsevariablen) zu Verflgung stehen.

Um die Parametrisierung des Regressionsmodells festzulegen, miissen wir-aldeara-
meter definieren.

(5.47) BelsPIEL
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Die Variable MTE ist eine ordinale Variable. Es liegt daher nahe, sich fir die Unterschiede
der Gruppenmittelwerte zwischen aufeinanderfolgenden Gruppen zu interessieren. Da MTE
5 Auspragungen hat, gibt es 4 solche Gruppenunterschiede.

Wir definieren daher:

B = p2 — 1
B2 = p3 — 2
B3 = 4 — p3
Ba = p5 — 4

Fur 5y nehmen wir wie bisher der Durchschnitt aller Gruppenmittelwerte.
Die Umsetzung in R sieht so aus. Zunachst bilden wir die Kontrastmatrix:

e=rep(1,5)

el=c(1,0,0,0,0)

e2=c(0,1,0,0,0)

e3=c(0,0,1,0,0)

e4=c(0,0,0,1,0)

e5=¢(0,0,0,0,1)
C=rbind(e/5, e2-el, e3-e2, e4-e3, e5-¢e4)

V VVVVYVYVYV

[,5

=o0o0o”
coon=—

0
0.
0
0

cooonNnN——

0 0 0 0 O 0 1 0 1.0
Durch Invertieren erhalten wir die Koeffizienten der Designmatrix:

> ct=sol ve(C
> ct
[.1 [.3] [.4

[,2 [,5

[1
[2
[3,
[4
[5

N
cooo-
NN o
-b-hO)@_'
(D-b-h-b'—'
I\)I\Jl\)l\)'_'

-0.6 -0.4 -0.
-0.6 -0.4 -0.
0.4 -0.4 -0.
0. 0.6 -0.

[ Sy S Ry S—

1 0.2 0.4 0.6 0.8

Zur Parametrisierung bendtigen wir nur die letzten 4 Spalten:

> contrasts(MIE) =ct[, 2: 5]
> contrast s(MIE)

[1][2][

3] [, 4]
-0.4 -0.2
-0.4 -0.2
-0.4 -0.2
0.6 -0.2

cooo-
NN N O
1

0
1
2
3 - 0.
402 O4 0.6 0.8

Nun kénnen wir die Modellanpassung durchfuhren:

> f mel m CTPEA~MIE)
> summary(fm

Cal | :
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I m(forrmula = CTPEA ~ MIE)

Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max
-29.9313 -6.7490 0.2180 6. 0687 50.1849

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 76.8172 0.4693 163.675 < 2e-16 ***

MIEl 4. 3599 2.1725 2.007 0.04497 *

MTE2 3.2737 1.0788 3.035 0.00246 **

MTE3 3. 0661 0.6721 4.562 5.54e-06 ***

MI'E4 5.1162 0.7678 6. 664 3.95e-11 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 “**’ 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " 1

Resi dual standard error: 9.879 on 1291 degrees of freedom
Mul tipl e R Squared: 0.1287, Adj usted R-squared: 0.126
F-statistic: 47.67 on 4 and 1291 DF, p-value: < 2.2e-16

Diese Art der Parametrisierung ist die richtige, wenn die Pradiktorvariable vom ordinalen
Typ ist. Leider befinden sich die dafiir nétigen Koeffizienten nicht in der Basisausstattung
von R. Man muss die Library MASS dazuladen. Dann sind die Koeffizienten ooter
tr.sdif verflgbar.

> |i brary( MASS)

> contrasts(MIE)=contr. sdif(5)
> f mel m( CTPEA~MTE)

> sunmary(fm

Cal |l :

I m(formula = CTPEA ~ MIE)

Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max
-29.9313 -6.7490 0.2180 6. 0687 50.1849

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 76.8172 0. 4693 163.675 < 2e-16 ***

MIE2- 1 4. 3599 2.1725 2.007 0.04497 *

MTE3- 2 3.2737 1.0788 3.035 0.00246 **

MTE4- 3 3. 0661 0.6721  4.562 5.54e-06 ***

MTE5- 4 5.1162 0.7678 6.664 3.95e-11 ***

Signif. codes: O ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 “** 0.05 “.” 0.1 ° " 1

Resi dual standard error: 9.879 on 1291 degrees of freedom
Mul tiple R Squared: 0.1287, Adj usted R-squared: 0.126
F-statistic: 47.67 on 4 and 1291 DF, p-value: < 2.2e-16

Wenn man diese Vorgangsweise wéahlt, dann zeigt die Beschriftung auch noch an, um wel-
che Gruppenunterschiede es sich handelt. Wir kbnnen uns leicht davon tberzeugen, dass
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die Parameterschatzungen mit den Differenzen der Gruppenmittelwerte Ubereinstimmen.

Bei der Bildung der Koeffizientenmatrix durch Invertieren der Kontrastmatrix ist es bisher
immer so gewesen, dass die Koeffizientenmatrix eine konstante erste Spalte besitzt, die aus
1-en besteht. Das war zwar unser Wunsch, aber warum es tatsachlich passiert ist, verstehen
wir noch nicht. Die Sache ist aber ganz einfach. Die Kontrastmatrix muss immer folgende
Bedingungen erfiillen:

e Die Summe der erste Zeile muss gleich 1 sein.
e Die Summen der brigen Zeilen missen alle gleich 0 sein.

Genau dann, wenn diese Bedingungen erfullt sind (und die Kontrastmatrix invertierbar ist),
hat die Koeffizientenmatrix eine erste Spalte, die aus 1-en besteht.

Wir kdnnen nun die Frage beantworten, welche Interpretation jene Koeffizienten haben, die
von R als Voreinstellung zur Kodierung von qualitativen Pradiktoren verwendet werden.

Wir erganzen die Koeffizientenmatrix mit einer ersten Spalte, die aus lauter 1-en besteht

> coef =cbi nd(rep(1,5), contr.treatnent(5))

> coef
2345
110000
211000
310100
410010
510001

und invertieren sie. Dadurch erhalten wir die Kontrastmatrix:

> sol ve(coef)

12345
10000
2-11000
3-10100
4-10010
5-10001

Daraus lesen wir die folgenden Interpretationen der Regressionsparameter ab:

Bo = 1

B1 = p2 — p1
B2 = p3 — p1
B3 = pa — 1
Ba = ps — p1

Eine solche Parametrisierung verwendet man dann, wenn die erste Gruppe eine Kontroll-
gruppe ist, die mit den Ubrigen Gruppen, deren Untersuchungsobjekte gewissen Behand-
lungen unterliegen, verglichen werden soll.

5.3.4 Aufgaben

(5.48) Aufgabe: Untersuchen Sie den Einfluss von FTE auf FIT.
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(5.49)Aufgabe: Untersuchen Sie den Einfluss von FTO auf FIT.
(5.50)Aufgabe: Untersuchen Sie den Einfluss von CBB auf CBWGT.
(5.51)Aufgabe: Untersuchen Sie den Einfluss von CTL auf CTPEA.

(5.52) TESTFRAGEN

1. Durch wieviele Dummyvariable wird eine qualitative Pradiktorvariable in einem li-
nearen Regressionsmodell kodiert ?

2. Wie erreicht man, dass die Regressionsparameter der Dummyvariablen eine bestimm-
te inhaltliche Bedeutung haben ?

3. Was ist der Unterschied zwischen der Kontrastmatrix und der Designmatrix eines
qualitativen Pradiktors ?

4. Wie kodiert man ordinale Pradiktoren ? Wie interpretiert man die Regressionspara-
meter ?

5. Was Treatment-Kontraste ? Wie interpretiert man die Regressionsparameter ?

6. Was sind die Haupteffekte eines qualitativen Pradiktors ?
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Wir haben bisher nur solche Regressionsmodelle betrachtet, bei denen jede Erklarungsva-

riable durch einen festen Regressionsparameter auf die Responsevariable einwirkt. Wenn

es mehrere Erklarungsvariable gibt, dann kann es aber auch sein, dass der Regressions-
parameter eines Pradiktors von einem anderen Pradiktor abhangt. Man spricht dann von

Wechselwirkung der Pradiktoren.

Grundsatzlich unterscheidet man

Additive Modelle: Die Regressionsparameter der Pradiktoren hdngen nicht von anderen
Pradiktoren ab.

M odelle mit Wechselwirkungen: Die Regressionsparameter der Pradiktoren hangen von
anderen Pradiktoren ab.

Wir werden nun fur Probleme mit zwei Pradiktoren Regressionsmodelle mit Wechselwir-
kungen untersuchen. Dabei missen wir drei Falle unterscheiden:

e Beide Pradiktoren sind quantitative Variable.
e Ein Pradiktor ist quantitativ und ein Pradiktor ist qualitativ.

e Beide Pradiktoren sind qualitative Variable.

54.1 Zwse quantitative Pradiktoren

Gegeben sei eine Responsevaridbland zwei quantitative Pradiktorvariablé; und X5.
Ein zweifaches Regressionsmodell der Form

yi = Bo + Birxi1 + Paxio + €

ist ein additives Modell. Das liegt daran, dass die Regressionskoeffizienten der einzelnen
Pradiktoren nicht vom jeweils anderen Préadiktor abhangen.

Ein Modell mit Wechselwirkungen entsteht nun dadurch, dass wir zulassen, dass die Re-
gressionskoeffizienten eines Pradiktors vom jeweils anderen Pradiktor abhangen. Wir mo-
dellieren diese Abhéngigkeit durch eine lineare Funktion, also

B1 = + 1172
B2 = 0o + o115

Wir setzen nun in die Modellgleichung ein und fassen zusammen:

Yi = Bo + Brxi1 + Paxio + €
= B0+ (0 + 7122i)xi1 + (00 + d1x13)xi2 + €
= o + Yozi1 + doxiz + (71 + 01)xinziz + €

Es entsteht also eine Regressionsmodell mit drei PradikidyeXs und X - X5. Der dritte
Pradiktor ist rechnerisch das Produkt der ersten beiden Pradiktoren und steht inhaltlich fr
den Effekt der Wechselwirkung.

Der allgemeine Ansatz fir ein Regressionsmodell mit Wechselwirkung sieht also so aus:

Yi = Bo + Brxi1 + Paxio + B3xiixio + €



5.4. ADDITIVE MODELLE UND WECHSELWIRKUNGEN 101

Fur die Interpretation von Wechselwirkungen sind einige Grundsatze zu beachten: Wech-
selwirkungseffekte haben nur Sinn hinsichtlich ihres zusatzlichen Erklarungswerts zu den
Haupteffekten. Da die Variabl&; - X5 im allgemeinen niemals unkorreliert ist zXi;

und X5, saugt sie stets Erklarungswert von den Variabtgnund X, ab. Es ist daher aus

den Parameterschéatzungen im Wechselwirkungsmodell nicht ablesbar, ob die Parameter der
Haupteffekte signifikant sind. Die Beurteilung der Signifikanz der Haupteffekte muss stets
im kleineren additiven Modell erfolgen.

(5.53) BeISPIEL

Wir untersuchen im Datensadtatlab die Abhéngigkeit der Variablen CTPEA von MBAG
und FBAG.

> f m add=I m CTPEA~MBAG+FBAG)

> f m ww=l n{ CTPEA~MBAGH+FBAGHMBAG. FBAG)
> anova(fm add, f m ww)

Anal ysis of Variance Tabl e

Model 1: CTPEA ~ MBAG + FBAG
Model 2: CTPEA ~ MBAG + FBAG + MBAG FBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1293 141941
2 1292 141694 1 247 2.2505 0.1338

Es gibt offenbar keine signifikante Wechselwirkung.

(5.54) BEISPIEL

Wir untersuchen nun im Datensastatlab die Abhangigkeit der Variablen CTRA von
MBAG und FBAG.

> fm add=l m( CTRA~-MBAG+FBAG)

> f m ww=l m{ CTRA~MBAGHFBAGHVBAG. FBAG)
> anova(fm add, f m ww)

Anal ysis of Variance Tabl e

Model 1: CTRA ~ MBAG + FBAG
Model 2: CTRA ~ MBAG + FBAG + MBAG FBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1293 128728
2 1292 127319 1 1409 14.302 0.0001628 ***
Signif. codes: 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " " 1

Es besteht also eine signifikante Wechselwirkung. Aus den Parameterschatzungen

> summar y (| m CTRA-MBAG+FBAGHVBAG FBAG) )

Cal | :
Im(formula = CTRA ~ MBAG + FBAG + MBAG FBAG
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Resi dual s:
M n 1Q Median 30Q Max
-23.2817 -7.5153 0. 3790 7.8662 25.2852

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(I'ntercept) 7.443531 6. 042079 1.232 0.218192
VBAG 0. 847254  0.223660 3.788 0.000159 ***
FBAG 0. 683101 0. 198357 3.444 0.000592 ***
MBAG FBAG -0.023782 0. 006288 -3.782 0.000163 ***

Signif. codes: O “***’ 0.001 “*** 0.01 “* 0.05"*'.” 0.1°*° " 1

Resi dual standard error: 9.927 on 1292 degrees of freedom
Mul tiple R Squared: 0.01178, Adj usted R-squared: 0.009489
F-statistic: 5.135 on 3 and 1292 DF, p-value: 0.001562

lesen wir ab, dass das saturierte Modell nicht vereinfacht werden kann. Der Effekt der Wech-
selwirkung ist negativ, dh. der zweite Pradiktor wirkt vermindernd auf den Regressionspa-
rameter des ersten Pradiktors, und umgekehrt:

Y =744+ 0.85X1 4 0.68X5 — 0.02X7 - X»
=7.444 (0.85 — 0.02X3) - X1 + 0.68X>
=7.44+0.85X; + (0.68 — 0.02X,) - X»

5.4.2 Ein qualitativer und en quantitativer Pradiktor

Es seiY” eine Responsevariable ud, X, seien Pradiktoren. Dabei s&}, eine qualitative
Variable undXs eine quantitative Variable.

Das additive M odell

Der qualitative Pradiktor definiert eine Gruppierung, und geht ins Modell ein durch die
Gruppenmittelwerte. Der quantitative Pradiktor geht Giber seinen Regressionsparameter ins
Modell ein:

Yi = pg + Poriz + € wenni € Gy,
In Worten |af3t sich dieses Modell so beschreiben:

e Injeder Gruppés;, wird der Zusammenhang zwisch®nund X, durch eine Regres-
sionsgerade beschrieben.

e Die Slopes der Regressionsgeraden sind fir alle Gruppen gleich. Lediglich die Inter-
cepts kdnnen sich unterscheiden.

Die praktische Bedeutung solcher additiver Modelle liegt vor allem in der Fragestellung der
Kovarianzanalyse: Dabei geht es darum, dass primar der Einfluss des qualitativen Faktors
X7 aufY untersucht werden soll, wobei aber der Berechnung des Erklarungsbeitrags
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von X der Einfluss der einer quantitativé&ovariate (Storvariable) ausgeschaltet werden
soll.

(5.55) BeISPIEL

Es soll im Datensatgtatlab die Abhangigkeit der Intelligenz vom Geschlecht untersucht
werden.

Die beiden Intelligenztests CTPEA und CTRA messen unterschiedliche Dimensionen der
Intelligenz. CTPEA misst sprachliche und kulturabhangige Leistungen, wahrend CTRA

logisch-abstrakte und kulturunabhangige Leistungen misst. Natirlich sind CTRA und CT-

PEA stark korreliert, denn die allgemeine intellektuelle Leistungsfahigkeit spielt bei beiden

Tests eine grof3e Rolle.

Wenn man nun feststellen will, wie jede einzelne der Dimensionen der Intelligenz vom
Geschlecht abhangt, muss man vorher dafir sorgen, dass die allgemeine intellektuelle Lei-
stungsfahigkeit ausgeschaltet wird. Das macht man durch Einfiihrung einer Kovariate ins
Modell.

Fir die Responsevariable CTPEA verwenden wir CTRA als Kovariate. Sie eliminiert jene
Variation der Intelligenz, die beide Variable betrifft.

> fm 1=| n{ CTPEA~CTRA)

> fm 2=| m({ CTPEA~CTRA+CBSEX)
> anova(fm1,fm2)

Anal ysi s of Variance Table

Model 1: CTPEA ~ CTRA
Model 2: CTPEA ~ CTRA + CBSEX

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1294 108849
2 1293 102551 1 6298 79.403 < 2.2e-16 ***
Signif. codes: O ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘** 0.05 ‘.” 0.1 " 1

Wir sehen, dass das Geschlecht einen hochsignifikanten Einfuss auf die sprachliche Intel-
ligenz hat. Um die Richtung des Einflusses zu untersuchen, sehen wir uns die Parameter-
schéatzungen an:

> contrast s(CBSEX) =contr. sdif(2)

> coef (I m CTPEA~CTRA+CBSEX) )

(I'ntercept) CTRA CBSEX2- 1
62. 3587849 0.5404621  4.4172371

> boxpl ot ( ( CTPEA- 0. 54* CTRA) ~CBSEX)

Das heisst: Nach Elimination der allgemeinen intellektuellen Leistungsfahigkeit verbleibt
eine Differenz der Gruppenmittelwerte von 4.4 zugunsten der Madchen bei der sprachlichen
Intelligenz.

Nun ist es hoch an der Zeit, die Ehre der Burschen zu retten.

Wir untersuchen die logische Intelligenz CTRA auf die gleiche Weise, indem wir die allge-
meine intellektuelle Leistungsfahigkeit durch CTPEA elminieren:

> fm 1=l m CTRA-CTPEA)
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> fm 2=] m CTRA~CTPEA+CBSEX)
> anova(fm1,fm2)
Anal ysis of Variance Tabl e

Model 1: CTRA ~ CTPEA
Model 2: CTRA ~ CTPEA + CBSEX

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1294 96985
2 1293 93985 1 3000 41.273 1.857e-10 ***
Signif. codes: 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " " 1

Auch hier entdecken wir einen hochsignifikanten Einfluss des Geschlechts. Die Parameter-
schatzung

> coef (I m CTRA~CTPEA+CBSEX) )
(I'ntercept) CTPEA CBSEX2- 1
-8.2224020 0. 4953192 -3.0920148

> boxpl ot (( CTRA- 0. 49* CTPEA) ~CBSEX)
zeigt uns aber, dass hier die Burschen deutlich tiberlegen sind.

Diese Unterschiede der Geschlechter in den beiden Dimensionen der Intelligenz sind we-
sentlich starker ausgepréagt als der Unterschied in der allgemeinen intellektuellen Leistungs-
fahigkeit. Wir nehmen als Mass daflir die Summe aus beiden Intelligenztests und erhalten

> sunmar y( | m( | ( CTPEA+CTRA) ~CBSEX) )

Cal I :
I m(fornmula = | (CTPEA + CTRA) ~ CBSEX)

Resi dual s:
M n 1Q Median 3Q Max
-47.2948 -12. 2948 0.2207 12.3418 74.7052

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(I'ntercept) 110.0370 0.4927 223.332 <2e-16 ***
CBSEX2- 1 2.5154 0.9854 2.553 0.0108 *
Signif. codes: 0 “***’ 0.001 “**’ 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " " 1

Resi dual standard error: 17.74 on 1294 degrees of freedom
Mul ti pl e R-Squared: 0.00501, Adj usted R-squared: 0.004242
F-statistic: 6.516 on 1 and 1294 DF, p-value: 0.01080

Der Unterschied ist hier zwar zugunsten der Madchen, aber er ist nur halb so gross und
vor allem wesentlich weniger signifikant. Wenn man bedenkt, dass 10-jahrige Madchen
meist biologisch wesentlich reifer sind als 10-jahrige Jungen, dann relativiert sich Rolle des
Geschlechts als Erklarungsursache noch mehr.
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Im vorangehenden Beispiel haben wir den Regressionskoeffizienten der Dummyvariablen
von CBSEX als Mittelwertunterschied interpretiert. Dies erfordert eine Begriindung.

Wenn wir als Kodierung verwenden

=B+ 1/
pe = Bo — 551

dann lautet das Modell

_ ] B+ 181+ Box; +¢; wenni € Gy
‘ Bo — 551 + Baw; +¢; wenni € Go

Wenn wir Gruppenmittelwerte bilden, dann fallen bei optimalen Parameterwerten die Re-
siduen weg, weil die Residuen zur Dummyvariablen des qualitativen Faktors orthogonal
sind: . o

Yo = Po + %51 + baZa,

Yo, = Bo — 151 + BoZc,
Wir subtrahieren die Gleichungen

Yo, — Ya, = Bl + BZ(:EGH - EGQ)
und rechners, aus:
b1 = (Yo, — PeZc,) — (Yo, — BoZa,)

Der Regressionsparameter ist also identisch mit dem Unterschied der Gruppenmittelwerte
der bereinigten Responsevariablen.

(5.56) BelspIEL
Hangt das Alter des Ehemanns vom Bildungsstand der Frau ab ?

Wenn wir im Datensatztatlab die Abhangigkeit der Responsevariablen FBAG von der
Variablen MTE untersuchen, dann erhalten wir:

> anova(l m FBAG-1), | M FBAG-MTE) )
Anal ysis of Variance Tabl e

Model 1: FBAG ~ 1
Model 2: FBAG ~ MIE

Res. Df RSS Df Sum of Sqg F Pr (>F)
1 1295 57456
2 1291 55366 4 2090 12.182 1.005e-09 ***
Signif. codes: O *‘**** 0.001 ‘*** 0.01 “** 0.05 *“.” 0.1 ° " 1

Wenn wir aber die Kovariate MBAG hinzufligen, dann ergibt sich ein anderes Bild:

> anova(| m FBAG-MBAG) , | n{ FBAG-MBAG+MTE) )
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: FBAG ~ MBAG
Model 2: FBAG ~ MBAG + MIE

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1294 18170.6
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2 1290 18048.8 4 121.9 2.1775 0. 0694 .

Signif. codes: O *‘**** 0.001 ‘*** 0.01 “** 0.05 *.” 0.1 ° " 1

Das Modell mit Wechselwirkung

Der qualitative Pradiktor definiert wieder eine Gruppierung, und geht ins Modell ein durch
die Gruppenmittelwerte. Der quantitative Pradiktor geht Uber die Regressionsparameter ins
Modell ein, wobei aber nun jede Gruppe einen anderen Regressionsparameter haben kann:

Yi = pg + 0T + ¢ wenng € Gy,
In Worten |af3t sich dieses Modell so beschreiben:

e Injeder Gruppé€-;, wird der Zusammenhang zwisch®&nund X» durch eine Regres-
sionsgerade beschrieben.

e Sowohl die Slopes der Regressionsgeraden als auch die Intercepts kénnen sich zwi-
schen den Gruppen unterscheiden.

Wenn man den Erklarungswert dieses Modells relativ zum additiven Modell untersucht,
dann untersucht man die Frage, ob die Regressionsparameter in den einzelnen Gruppen
voneinander verschieden sind.

Sehen wir uns einige Beispiele zun&chst graphisch an.

(5.57) BelsPIEL

Man kann die Streudiagramme und Regressionsgeraden von Datengruppen mit der Funk-
tion coplot graphisch vergleichen. Die Panelfunktiecatter2 stellen wir in der Library
LinAlg.r zu Verfiigung.

copl ot ( CTPEA~MBAG MTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatter?2)

copl ot ( CTRA~MBAQG MTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatt er 2)

copl ot ( CTPEA~CTRA| CBSEX, show. gi ven=FALSE, panel =scat t er 2)

copl ot (FI T~I ( FBAG MBAG) | MTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatt er 2)
copl ot (FI T~I (FBAG MBAG) | FTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatt er 2)
copl ot ( FI T~I ( FBAG MBAG) | CBSEX, show. gi ven=FALSE, panel =scat t er 2)
copl ot ( FBAG-MBAQF MTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatter2)

copl ot (FBAG-MBA(J FTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatt er 2)

copl ot ( MIWGT~MTHGHT| MTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatt er 2)

copl ot ( CTWGT~CTHGHT| MTE, show. gi ven=FALSE, panel =scatt er 2)

V VVVVYVVYVYVYV

Wenn wir ein Modell mit Wechselwirkung anpassen, dann verwenden wir natirlich Dum-
myvariable. Sehen wir uns den Fall eines qualitativen Faktors mit 2 Kategorien an. Wir
ersetzen im Modell

Yi = Uk + OrTio + € wenni € Gy,

die Parameter durch

1= Bo+ 35

— = —
p2 = Bo — 361 b=~
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und
51 = P2+ 303
82 = B2 — 5033

Dadurch entsteht das Modell

= [3=101—0

yi = ug + 0rTio + €, wenni € Gy,
{ Bo + 551 + Bawiz + 5B3xiz + €

Bo — 351+ Powio — SBswio + €

Der Regressionsparamefgy steht also fur die Wechselwirkung. Wir fassen zusammen:

e Der zu 5 gehdrige Spaltenvektor der Designmatrix ist gleich dem Produkt aus der
VariablenX5 und der Dummyvariablen voX;.

¢ Die inhaltliche Bedeutung vof ist die Differenz der Slopes der Regressionsgeraden
in den Gruppen.

(5.58) BeISPIEL

Wir untersuchen die Abhangigkeit der Variablen FIT von FBAG-MBAG und von MTE. Aus
der entsprechenden Graphik sehen wir deutliche Unterschiede in den Slopes der Regressi-
onsgeraden. Wir wollen nun wissen, ob diese Unterschiede signifikant sind:

X=1 (FBAG MBAG)

fm 1=l m(FI T~X)

fm 2=l m FlI T~X+MTE)

fm 3=l m FlI T~X+MTE+MTE: X)
anova(fm1l,fm2,fm3)
Anal ysis of Variance Tabl e

V V.V V V

Model 1: FIT ~ X
Model 2: FIT ~ X + MIE
Model 3: FIT ~ X + MIE + MIE: X
Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1294 5918115
2 1290 4963501 4 954615 62. 1536 <2e-16 ***
3 1286 4937905 4 25596 1.6665 0.1553

Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 “**’ 0.01 ‘“*" 0.05*‘.” 0.1 " 1

Die Untersciede der Slopes sind also nicht signifikant.

(5.59) BelspIEL

Wir haben im vorangehenden Abschnitt festgestellt, dass es bei der Abhangigkeit der Va-
riablen CTRA vom Alter der Eltern eine signifikante Wechselwirkung gibt, die auf3erdem
ein negatives Vorzeichen hat.

Diese Ergebnis wollen wir uns nun nochmals néher ansehen. Zu diesem Zweck teilen wir
die Mutter nach ihrem Alter in zwei Gruppen auf:
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> dMBAG=cut ( MBAG 2)

> t abl e( dMBAG

dMBAG

(13,29.5] (29.5, 46]
806 490

Die Graphik zeigt die negative Wechselwirkung sehr deutlich.
copl ot (CTRA~-FBAQF dMBAG, show. gi ven=FALSE, panel =scat t er 2)
Wir Uberprifen nun die Signifikanz:

fm 0= m CTRA~1)

fm 1=l m CTRA~FBAG

f m 2=l m CTRA~FBAG+dMBAG)

f m 3=l m CTRA~FBAG+dMBAG+FBAG. dVBAG)
anova(fmo,fm1l,fm2,fm3)

Anal ysi s of Variance Tabl e

V V.V V V

Model 1: CTRA ~ 1

Model 2: CTRA ~ FBAG

Model 3: CTRA ~ FBAG + dMBAG

Model 4: CTRA ~ FBAG + dMBAG + FBAG dMBAG

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 128837
2 1294 128781 1 56 0.5653 0.452256
3 1293 128758 1 23 0.2359 0.627263
4 1292 127688 1 1070 10.8273 0.001027 **
Signif. codes: O *‘**** 0.001 ‘*** 0.01 “** 0.05*‘.” 0.1 ° " 1

Es ist eindrucksvoll zu sehen, dass eine einzelne Regressionsgerade oder zwei Regressi-
onsgerade mit gleichem Slope tUberhaupt keinen nennenswerten Erklarungsbeitrag liefern.
Erst nach Einfihrung des Wechselwirkungseffekts erkennt man den Erklarungsbeitrag der
Variablen FBAG.

54.3 Zwse qualitative Variable

Lineare Erklarungsmodelle, bei denen eine quantitative Responsevariable durch zwei qua-
litative Variable erklart werden soll, spielen eine Uberragende Rolle fiir viele Anwendungs-
bereiche. Wenn man von ,,zweifacher Varianzanalyse” spricht, dann meint man solche Mo-
delle.

Die Problemstellung

Es seiY die Responsevariable und; udn X5 seien die Pradiktorvariablen. Da die Pra-
diktorvariablen qualitativ sind, definieren sie jeweils eine Gruppeneinteilung. Bezeichnet
G1,Go,...,G)p die durchX; definierte Gruppierung undl,, Hs, ..., H, die durchX,
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definierte Gruppierung, dann haben wir es insgesamt mit einer Kreuztabelle zu tun:

H; H, H,
Gi|GinH, GiNnHy ... GlﬂHq
Gy |GonHy GonNHy ... GgﬂHq
G,|G,nH, G,nHy ... G,NH,

In jeder Zelle der Kreuztabelle kdnnen sich Beobachtungen befinden oder auch nicht.

Wir bezeichnen mity, die Anzahl der Daten in Zell€';, N H,. Mit m,, bezeichnen wir den
Mittelwert der Responsevariablénin Zelle G, N Hy. Wenn sich einer Zelle keine Daten
befinden, dh. wenny, = 0 ist, dann ist der Mittelwert dort nicht definiert.

(5.60) BeISPIEL
Eine Kreuztabellierung der Faktoren MTE und FTE ergibt:

> tabl e(MIE, FTE)
FTE

MTE O 1 2 3 4

0 12 5 5 3 1

1 10 27 46 15 3

2 18 66 200 146 64

3 4 17 95 134 134

4 0 3 20 38 230
Eine der Zellen enthalt keine Daten. Die Tabelle der Zellmittelwerte enthalt dort NA:

> round(tappl y(FIT,Ilist(ME, FTE), nean), 2)
0 1 2 3 4
87.92 107.80 77.00 85.33 100.00
88.70 115.22 121.80 116.40 171.33
121.44 121.47 133.59 140.72 173.06
154. 00 133.06 145.61 151.13 170.78
NA 116.33 186.80 172.82 208. 25

A WDNPEFO

In Zusammenhang mit solchen Kreuztabellierungen spielen die folgenden Fragestellungen
ein Rolle:

Haupteffekt von X1: Liefert der FaktorX; einen Beitrag zur Erklarung der Unterschiede
zwischen den Zeilen ?

Haupteffekt von Xs: Liefert der FaktorXs einen Beitrag zur Erklarung der Unterschiede
zwischen den Spalten ?

Wechselwirkung von X; und X»: Kénnen die Zellmittelwerte durch die beiden Hauptef-
fekte alleine erklart werden, oder liefert die Zugehorigkeit zu einer bestimmten Zelle
einen zusatzlichen Erklarungsbeitrag ?

Wir wissen schon aus dem Abschnitt Uber die mehrfache Regression dass der Erklarungs-
beitrag eines Pradiktor in der Regel davon abhangt, ob sich noch andere Pradiktoren im
Modell befinden. Nur wenn die Pradiktoren unkorreliert sind, dann tritt diese Komplikation
nicht auf.
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Wenn die Werte der qualitativen Pradiktor&n und X, durch zuféllige Beobachtungen
entstehen, dann sind die Dummyvariablen ¥onund X5 im allgemeinen durchaus kor-
reliert, was daran leigt, dass die Variabl&q und, stochastisch gekoppelt sind. bei der
Beurteilung des Haupteffektes eines Pradikors spielt es dann eine grol3e Rolle, ob der zwei-
te Pradiktor sich schon im Modell befindet oder nicht.

Haben wir es mit qualitativen Pradiktoren zu tun, dann kénnen wir manchmal den Versuch
planen. Das heisst, wir kbnnen vornherein festlegen, wieviele Daten sich in den einzelnen
Zellen der Kreuztabellierung befinden sollen. Jede solche Festlegung nennt mavieeinen
suchsplan.

Um jene Schwierigkeiten mit der Interpretation der Haupteffekte zu vermeiden, die dadurch
entstehen, dass die Dummyvariablen der Pradiktoren korreliert sind, ist es winschenswert,
die Zellhaufigkeiten so zu wahlen, dass die Dummyvariablen unkorreliert sind. Wenn wir
das erreichen, dann haben wir es mit eiremiogonalen Ver suchsplan zu tun. Auf ortho-
gonale Versuchsplane kdnnen wir nicht mehr eingehen.

Additive Modédlle

Das additive Modell bei zwei qualitativen Faktoren sieht folgendermalf3en aus:
Yi = i +ve+€ wenni € Gy N Hy

Dieses Modell ist nicht ganz so harmlos, wie es auf den ersten Blick aussieht. Die Modell-
parameter sind namlich durch die Modellgleichung nicht eindeutig festgelegt. Man kénnte
ja zu allenuy, eine Zahl dazu addieren und die gleiche Zahl von alleabziehen. Dadurch
wirde sich am Modell nichts &ndern, sondern nur an der Parametrisierung. Da wir aber
nur an der Unterschiedlichkeit dgg, und dery, interessiert sind, spielt die Addition oder
Subtraktion einer Konstanten keine Rolle.

(5.61) BeIsPIEL

Wir passen nun fir die Responsevariable FIT das additive Modell MTE+FTE an. Zunachst
machen wir das selbst, ohne die Funktionzu Hilfe zu nehmen.

Die DesignmatrixX besteht aus den Indikatorvariablen der Faktoren MTE und FTE. Um
diese Matrix aufzubauen, bilden wir zunéchst die Einheitsmatrix

> eye=di ag(rep(1,5))

> eye

[,1] [.2] [.,3] [.4] [.5]
[1,] 1 0 0 0 0
[2,] o 1 0 0 O
[3,] ) 1 0 0
[4,] o 0 o0 1 o
[5,] o o o0 0 1

und konstruieren daraus die Designmatrix von MTE:

> Xl=eye[factor(as. nuneric(MIE)), ]
> X1[1:5,]
[.1] [.2] [.3] [.4] [.5]
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[1,] o 1 0 0 0
[2,] o 0 o0 1 o
[3,] ) 1 0 0
[4,] 0 0 1 0 0
[5,] ) 1 0 0

> X2=eye[factor(as. nuneri c(FTE)), ]
> X2[ 1:5,

[.11 [.2] [.3] [.4] [.5]
[1,] 0 0 0 1 0
[2,] 0 1 0 0 0
[3,] 0 0 1 0 0
[4,] 0 0 0 1 0
[5,] 0 0 1 0 0

Die Designmatrix des additiven Modells ist dann

> X[1:5,]

(.1 [.2] [.3] [.4] [.5] [.6] [.7] [.8] [,9] [,10]
[1,] 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0
[2,] 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0
[3,] 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
[4,] 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0
[5,] 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

Optimale Schéatzungen flir unsere Parameter
0 = (1, pi;s- -5 5, V1,2, -, V5)"
erhalten wir durch Lésen der Normalgleichungen
(X'X)8 = Xty

Auf Grund der Unbestimmtheit der Modellparameter ist aber die MattX nicht inver-
tierbar. Wir 16sen das System der Normalgleichungen mit dem Eliminationsverfahren:

> Rerref (cbind(t(X) %9 t(X)% %I T))$echel on. form

0

[cNeoNoleoNoNoll o)

OO O0OO0OO0OFr OO0oOO0o

> R

(.1 [.2] [,3] [,4]
[1,] 1 0
[2,] 0o 1
[3,] 0 o0
[4,] 0 o0
[5,] 0 o0
[6,] 0 o0
[7,] 0 o0
[8,] 0 o0
[9,] 0 o0
[ 10, ] 0 o0

o

o

0

OO O0OO0OPr OOoOo

o

0

OO O0OPFrROOO0OOo

o

[.5] [.6] [.7]

OO P OO0OO0OO0OO0OO0o

o

0

OPFr O0OO0O0OO0OO0OO0o

o

0

P OOOOOO0OOo

o

[.8] [.9] [,10]

PR R R R

-1
-1
-1

0

128.
151.
166.
175.
207.
- 46.
-43.
-31.
- 26.

0.

[.11]

53337
92424
95633
47269
33978
01699
14232
59877
98613
00000

Da uns eine spezielle Losung des Gleichungssystems genugt, setzen=n; und erhal-

ten

> mu. raw=R] 1: 5, 11]
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> nu.raw
[1] 128.5334 151.9242 166. 9563 175.4727 207. 3398
> nu. raw=R[ 6: 10, 11]

> nu. raw

[1] -46.01699 -43.14232 -31.59877 -26.98613

Die von unserem Modell angepassten Zellmittelwerte lauten nun

0. 00000

> my.fitted=outer(nu.raw, nu.raw, "+"
>ny.fitted
[.1]
82.51638
105. 90725
120. 93934
129. 45570
161. 32279

[.2]
39105
78191
81401
33036
19745

[, 3]
9346
3255
3576
8739
7410

[ 4]
5472
9381
9702
4866
3536

[ 5]
5334
9242
9563
4727
3398

85.
108.
123.
132.
164.

96.
120.
135.
143.
175.

101.
124,
139.
148.
180.

128.
151.
166.
175.
207.

[1,]
[2,]
[3.]
[4,]
[5.]

Zu unserer Bestatigung sehen wir uns an, wie die angepassten Zellmittelwerte lauten, wenn
wir die Funktionlm verwenden:

> tapply(fitted(l m FI T~MIE+FTE)), | i st ( MIE, FTE) , nean)

82.5

0 1
1638 85. 39105

105. 90725 108. 78191

129. 45570 132. 33036

0
1
2 120.93934 123. 81401
3
4

NA 164. 19745

2

96. 9346
120. 3255
135. 3576
143. 8739
175. 7410

3
101. 5472
124. 9381
139. 9702
148. 4866
180. 3536

4
128. 5334
151. 9242
166. 9563
175. 4727
207. 3398

Das sind die gleichen Werte. Lediglich in der leeren Zelle liefert uns R keinen Wert.

Um zu interpretierbaren GréRen zu gelangen, ziehen wir den Durchschnitt aller Zellmittel-
werte heraus:

> mmenean(ny. fitted)
> mu=mu. raw mean( mu. r aw)
> nu=nu. r aw nean( nu. r aw)
> mm
[1] 136.4964
> nu
[1] -37.5119074 -14.1210450 0.9110499  9.4274058 41.2944967
> nu
[1] -16.468148 -13.593481 -2.049925 2.562712 29.548841
> mmtout er (nu, nu, " +"
[, 1] [, 2] [, 3] [, 4] [, 5]
[1,] 82.51638 85.39105 96.9346 101.5472 128.5334
[2,] 105.90725 108. 78191 120. 3255 124.9381 151.9242
[3,] 120.93934 123.81401 135.3576 139.9702 166. 9563
[4,] 129.45570 132.33036 143.8739 148.4866 175.4727
[5,] 161.32279 164.19745 175.7410 180. 3536 207. 3398

Die Beurteilung des Erklarungswertes des additiven Modells und die Modellselektion er-

folgen dann wie gewohnt.
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(5.62) BeISPIEL

Wir passen die Modelle an:
fm 0=l m FI T~1)

fm 1=| n( FI T~MTE)

f m 2=I n{ FI T~FTE)
f m 12=| n( FI T~MIE+FTE)

V V.V V

Der Modellvergleich

> anova(fmoO,fm1l,fm12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: FIT ~ 1
Model 2: FIT ~ MIE
Model 3: FIT ~ MIE + FTE
Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 6031071
2 1291 5026224 4 1004847 67.155 < 2.2e-16 ***
3 1287 4814370 4 211854 14.159 2.595e-11 ***

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘“*" 0.05 *‘.” 0.1 ° " 1
und

> anova(fmo,fm2,fm 12)
Anal ysi s of Variance Table

Model 1: FIT ~ 1
Model 2: FIT ~ FTE
Model 3: FIT ~ MIE + FTE
Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr (>F)
1 1295 6031071
2 1291 5104021 4 927050 61.956 < 2.2e-16 ***
3 1287 4814370 4 289651 19.358 1.765e-15 ***

Signif. codes: O “***’ 0.001 “*** 0.01 “* 0.05"'.” 0.1°*" " 1

zeigt uns, dass das additive Modell nicht weiter vereinfachbar ist.

M odelle mit Wechselwirkung

Das Modell mit Wechselwirkung besteht einfach darin, dass fir jede Zelle der Kreuztabelle
der Zellmittelwert als Parameter verwendet wird:

Y =M +¢€¢; wenn: € Gy N Hy

Die Modellanpassung ist daher sehr einfach und liefert als optimale Parameterschatzungen
die empirischen Zellmittelwerte.
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(5.63) BEISPIEL
In unserem laufenden Beispiel erhalten wir

> fm 1w2=l m( FI T~MTE* FTE)
> anova(fm 12, f m 1w2)
Anal ysis of Variance Tabl e

Model 1: FIT ~ MIE + FTE
Model 2: FIT ~ MIE * FTE

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1287 4814370
2 1272 4779787 15 34582 0.6135 0.866

Das Modell mit Wechselwirkung besitzt also keinen signifikanten Erklarungswert Giber das
additive Modell hinaus.

(5.64) BeISPIEL

Im folgenden Beispiel ist eine geringfligige Wechselwirkung zu bemerken:
> anova( |l m{ CTRA-MIE+CBSEX) , | m( CTRA~MT'E* CBSEX) )

Anal ysis of Variance Tabl e

Model 1: CTRA ~ MIE + CBSEX
Model 2: CTRA ~ MIE * CBSEX

Res. Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 1290 111673
2 1286 110818 4 854 2.4789 0.0424 *
Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 “**' 0.01 ‘*" 0.05*‘.” 0.1 " " 1

Wir wollen uns ansehen, worin diese Wechselwirkung besteht. Zu diesme Zweck eliminie-
ren wir aus der Kreuztabelle

> t=tappl y(CTRA, I i st (CBSEX, MTE) , nean)
>t

0 1 2 3 4
0 23.0625 27.33333 27.98755 32.98020 37.84722
1 20.6000 24.94643 28.84980 30.80769 35.01361

alle Zeilen- und Spalteneffekte:

> nmean. rows=appl y(t, 1, mean)
> mean. col s=appl y(t, 2, mean)
> nean. r ows
0 1
29. 84216 28.04351
> mean. col s
0 1 2 3 4
21.83125 26.13988 28.41868 31.89395 36. 43041
> interaction=t-outer(mean.rows, nean. col s, "+") +nean(t)
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> interaction

0 1 2 3 4
0 0.3319223 0.2941247 -1.330453 0.1869252 0.5174807
1 -0.3319223 -0.2941247 1.330453 -0.1869252 -0.5174807

Die Wechselwirkung besteht offenbar darin, dass die Schwiche der
Madchen bei CTRA im Fall von MTE=2 nicht vorhanden ist.

Orthogonale Ver suchsplane

*kkkkkhkkk IN ARBE IT *kkkkkhkkk

54.4 Aufgaben

(5.65)Aufgabe: Untersuchen Sie im Datensatatlab die Abhangigkeit der Variablen FIT
von den Variablen MBAG und FBAG, ohne und mit Wechselwirkung. Interpretieren Sie
gegebenenfalls eine signifikante Wechslewirkung in Worten.

(5.66) Aufgabe: Untersuchen Sie im Datensatiatlab die Abhangigkeit der Variablen
CTHGHT von den Variablen MTHGHT und FTHGHT, ohne und mit Wechselwirkung.
Interpretieren Sie gegebenenfalls eine signifikante Wechslewirkung in Worten.

(5.67)Aufgabe: Untersuchen Sie im Datensatatlab die Abhangigkeit der Variablen CB-
WGT von den Variablen MTWGT und MTHGHT, ohne und mit Wechselwirkung. Interpre-
tieren Sie gegebenenfalls eine signifikante Wechselwirkung in Worten.

(5.68) Aufgabe: Untersuchen Sie im Datensatreditscoring die Abhéangigkeit der Lauf-
zeit vom Alter des Kredithehmers. Schalten Sie dabei den Einfluss der Kredithohe aus.

(5.69) Aufgabe: Untersuchen Sie im Datensatreditscoring die Abhéangigkeit der Lauf-
zeit vom Beruf des Kredithehmers. Schalten Sie dabei den Einfluss der Kredithbhe aus.

(5.70)Aufgabe: Wird im Datensatkreditscoring der Zusammenhang zwischen Kreditho-
he und Alter vom Beruf beeinflusst ? (Diagramm)

(5.71)Aufgabe:; Wird im Datensatkreditscoring der Zusammenhang zwischen Kreditho-
he und Laufzeit vom Beruf beeinflusst ? (Diagramm)

(5.72) Aufgabe: Passen Sie fur den Datensataditscoring ein additives Modell an und
berechnen Sie die Parameter: ALTERVIORAL + BERUF.

(5.73) Aufgabe: Passen Sie fur den Datensétaditscoring ein additives Modell an und
berechnen Sie die Parameter: LAURZMORAL + VERM.

(5.74)Aufgabe: Fiihren Sie eine Modellselektion durch: Flr den Datenisedditscoring
und das saturierte Modell ALTER MORAL + BERUF. Bestimmen Sie die wesentlichen
Parameter des optimalen Modells.

(5.75)Aufgabe: Fiihren Sie eine Modellselektion durch: Flr den Datenisedditscoring
und das saturierte Modell LAUFZ MORAL + VERM. Bestimmen Sie die wesentlichen
Parameter des optimalen Modells.
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. Erklaren Sie den Unterschied zwischen additiven Modellen und Modellen mit Wech-

selwirkung.

. Formulieren Sie fur zwei quantitative Pradiktoren das additive lineare Regressions-

modell und das Modell mit Wechselwirkung.

. Was versteht man unter einer Kovarianzanalyse ?

. Formulieren Sie fir zwei Pradiktoren von gemischtem Variablentyp das additive li-

neare Regressionsmodell und das Modell mit Wechselwirkung.

. Auf welche Weise kann man die Abhangigkeit einer Regressionsgeraden von einem

gualitativen Faktor modellieren ?

. Wie interpretiert man den Parameter der Wechselwirkung zwischen einem dichoto-

men und einem quantitativen Pradiktor ?

. Formulieren Sie fur zwei qualitative Pradiktoren das additive lineare Regressionsmo-

dell und das Modell mit Wechselwirkung.

. Was versteht man unter zweifacher Varianzanalyse ?

. Erklaren Sie in Worten die Begriffe Haupteffekt und Wechselwirkungseffekt bei der

zweifachen Varianzanalyse.



117

Quadratische Funktionen

6.1 Funktionen von mehreren Variablen

6.1.1 Grundlegende Definitionen

Funktionen von mehreren Variablen sind Zuordnungsvorschriften der Form
f:R" = R: X=(x1,29,...,25) — f(X) = f(z1,22,...,2p)

Der Definitionsbereich ist dabei eine Teilmenge W®ih der Wertebereich iR.

Wir behandeln in diesem Skriptum nur lineare und quadratische Funktionen. Der Grund
daflr ist, dass die Analyse solche Funktionen mit Mitteln der linearen Algebra mdglich ist.

Lineare Funktionen

(6.1) DEFINITION:

Unter einelinearen Funktion versteht man eine Funktion mit dem Funktionsterm

f(xlam%--'amn) =b1$1+b2$2+---+bn$n+c

Ist c = 0, so spricht man von eindromogenen linearen Funktion. Eine homogene lineare
Funktion hat die Eigenschaft

fAz1, Axa, ..., Aey) = Af(z1, 22, ..., 2n), AER

Man sagt, sie ishomogen vom Grad 1.

Bezeichnen wir mib = (b1, bs,--- ,b,)t, dann &Rt sich die lineare Funktion in Matrix-
schreibweise angeben:
fX)=b-x+c=b'x+c

Quadratische Funktionen

Wir beginnen mit quadratischen Funktionen von zwei Variablen.

Eine homogene quadratische Funktion von zwei Variablen hat einen Funktionsterm der
Form
f(@1,22) = ana] + 2a122172 + a0r)
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Ein solcher Funktionsterm lafRkt sich immer schreiben als

f(zy,z2) = (21, 29) ( @ a1z ) ( 1 > = x'AX

a12 a2 45

Die dabei auftretende MatriX ist grundsatzlich eine symmetrische Matrix:

ail a2
A=
a12 a2

(6.2) BEISPIEL

Die quadratische Funktion
f(zy,x2) = 322 — 8x120 + 22

laRt sich schreiben als

Fler,22) = (21, 22) < D ) ( " ) — x'AX

=4

Eine solche homogene quadratische Funktion hat die die Eigenschaft

wobei

FOX) = (AX)TAX) = A2XPAX = A% £(X)

Man sagt, sie ishomogen vom Grad 2.

Bei einer allgemeinen quadratischen Funktionen kommen noch lineare Glieder hinzu:

(6.3) DEFINITION:

Unter einemquadr atischen Funktion versteht man eine Funktion mit dem Funktionsterm

f(X) = x'Ax + b'x + c.

6.1.2 Graphische Darstellungen

Wir unterscheiden grundsatzlich zwischen drei Dastellungsformen fur Funktionen von meh-
reren VariablenFunktionsgraph, Niveauliniendiagramm und Schnittliniendiagramm.

Funktionsgraphen

Isty = f(X) ein Funktionsterm, dann nennt man die Punktmenge

Gy ={(xf(x)}

denFunktionsgraph von f. Wennx € R™, dann istG; C R™"1. Daher ist eine graphische
Darstellung nur moglich, wenn < 2.
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Abbildung 6.1: Darstellung des Punktg 3, 3)

Wir werden also nur die Funktionsgraphen von Funktionen mit zwei Variablen graphisch
darstellen kbnnen. Man verwendet dabei eine andere Bezeichungsweise fir die auftretenden
Variablen:

z = f(z,y)
Ein Funktionsgraph kann immer nur an endlich vielen Punkten dargestellt werden. Man
fertigt deahlb zun&chst ein Gitter in deg-Ebene an:

> x=seq(frome=- 3, t0=3, by=0.5)
> y:X

Anschlielend definiert man die Funktion, z.B. die lineare Funktion
flz,y)=2xx—3xy+1

ff=function(x,y) {2x-3y+1}
und berechnet den Funktionsgraph auf dem Gitter:

> z=outer(x,y,ff)

> Z

(.1 [.2] [,3] [.,4] [,5] [.6] [.7] [.8] [,9]
[1,] 4 2.5 1-0.5 -2-3.5 -5-6.5 -8...
[2,] 5 3.5 2 0.5 =-1-2.5 -4-55 -7 ...
[3,] 6 4.5 3 1.5 0-1.5 -3-45 -6 ...

Den Funktionsgraph zeichnet man dann durch
persp(x,y, z,ticktype="detail ed", theta=20, phi =10)

Die beiden Optionemnheta und phi geben die Winkel an, unter denen die perspektivische
Darstellung erfolgt.
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Niveauliniendiagramm

Isty = f(X) ein Funktionsterm, dann nennt man die Punktmenge

N. = {x: f(x) = ¢}

die Niveaumenge von f zum Niveauc. Wennx € R"”, dann istN, C R". Ixt n = 2, dan
sind die Niveaumengen meist Niveaulinien.

Bei einem Niveauliniendiagramm zeichnet man die Niveaulinien fur mehrere Niveaus
gleichzeitig in das Diagramm ein. Dabei muss die Funktioa f(z,y) zunéchst wieder
auf einem Gitter berechnet werden.

Mit unseren bisherigen Definitionen zeichnet
contour (x,Y, z, nl evel s=30)

ein Niveauliniendiagramm fiir 20 Niveaus. Es Uberrascht nicht, dass die Niveaulinien einer
linearen Funktionen geradlinig verlaufen.

Schnittliniendiagramm

Ein Niveauliniendiagramm ist bereits ein spezielles Schnittliniendiagramm: Die Flache des
Funktionsgraphen wird in der Hohe des Niveaukirch einen horizontalen Schnitt aufge-
schnitten und die entstehende Niveaulinie wird gezeichnet. Niveauliniendiagramme entste-
hen also durch bestimmte Schnitte:

e parallel zurxy-Ebene,
¢ orthogonal zur-Achse (Blickrichtung dee-Achse).

Man kann natirlich in (genauer: orthogonal zu) jeder Blickrichtung Schnitte bilden. Wenn
man das mit de-Achse bzw. mit deg-Achse macht, entstehen die Ublichen Schnittlini-
endiagramme.

(6.4) DEFINITION:

Istz = f(z,y) ein Funktionsterm, dann ist
1. die Funktionz — f(x, c) die Schnittfunktion vorf zum Schnitt (mit der Ebeneg)= c,
2. die Funktiony — f(c,y) die Schnittfunktion vorf zum Schnitt (mit der Ebene) = c.

Diese Schnittfunktionen sind Funktionen von einer Variablen und kdnnen daher ganz ein-
fach gezeichnet werden.

In unserem laufenden Beispiel haben wir die Funktios: f(z,y) auf einem Gitter mit
den Gitterpunkten

> X
[1] -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
[11] 2.0 2.5 3.0

und

>y
[1] -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
[11] 2.0 2.5 3.0

gezeichnet. Die Funktionswerte haben wir in der Matrix
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OO WDNPRF

[ S Ny S iy S Sy —

(.1 [.2] [.3] [.4 [,5] [.6] [,7] [.8] [.9] [,10]
4 2.5 1-0.5 -2-3.5 -5-6.5 -8 -9.5.
5 35 2 05 -1-25 -4-55 -7 -85,
6 45 3 1.5 0-1.5 -3-45 -6 -7.5.
7 55 4 25 1-05 -2-3.5 -5 -6.5.
8 65 5 3.5 2 05 -1-25 -4 -55,
9 775 6 45 3 1.5 0-1.5 -3 -4.5.

abgespeichert. Die Spalten der Mateixsind also diey-Schnitte der Funktiorf zu jene
y-Werten, die auf demg-Gitter liegen. Wir zeichen diese Schnitte durch

mat pl ot (x, z, type="1")

Analog dazu sind die Zeilen der Matrixdie z-Schnitte der Funktiotf zu jenenz-Werten,
die auf deme-Gitter liegen. Wir zeichen diese Schnitte durch

mat pl ot (y, t(z),type="1")

6.1.3 Aufgaben

(6.5) Aufgabe: Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen in Matrixschreibweise dar.
Zeichnen Sie die Funktionsgraphen, die Niveauliniendiagramme und die Schnittliniendia-

gramme:
l.z=x+y
2. 2=3x+2y
. z=zx—y
4. z =2x — by
5 2=2
6. z=2x
7. 2=3y

(6.6) Aufgabe: Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen in Matrixschreibweise dar.
Zeichnen Sie die Funktionsgraphen, die Niveauliniendiagramme und die Schnittliniendia-

gramme:

1. z = 22 + y? (Nach oben offenes Paraboloid, Niveaulinien sind Kreise.)

2. z = 2% + 3y?> (Nach oben offenes Paraboloid, Niveaulinien sind achsenparallele
Ellipsen.)

3. z = —a? — y? (Nach unten offenes Paraboloid, Niveaulinien sind Kreise.)

4. » = —2z2 — 2 (Nach unten offenes Paraboloid, Niveaulinien sind achsenparallele
Ellipsen.)

5. z = 22 — y? (Sattelflache, Niveaulinien sind achsenparallele Hyperbeln.)

6. z = 22 — 2y? (Sattelflache, Niveaulinien sind achsenparallele Hyperbeln.)
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(6.7) Aufgabe: Stellen Sie die folgenden linearen Funktionen in Matrixschreibweise dar.
Zeichnen Sie die Funktionsgraphen, die Niveauliniendiagramme und die Schnittliniendia-
gramme. Interpretieren Sie den Typ des Funktionsgraphen und die Form der Niveaulinien:

1 z=u2y

2. z2=—xy

3. z=2a?

4. z = —x?

5. 2=y

6. z = —1?

7. z = 22% + 22y + 3y°
8. z = x? + 4oy + 3y
9. 2z = —z2 + 2zy + 3>

=
o

cz=—2% 4+ 2zy — 292

(6.8) TESTFRAGEN

1. Erklaren Sie die Begriffe lineare und quadratische Funktion. Wie sehen die Funkti-
onsterme in ausfuhrlicher Schreibweise und in Matrixschreibweise aus ?

2. Was ist eine homogene Funktion ? Welche linearen Funktionen und welche quadrati-
schen Funktionen sind homogen ?

3. Erklaren Sie die wichtigsten graphischen Darstellungsmaoglichkeiten fur Funktionen
mit mehreren Variablen.

6.2 Die Hauptachsentransformation

6.2.1 Orthogonale Matrizen

(6.9) DEFINITION:

Es seiemy, ao, . . .,a; Vektoren inR™. Diese Vektoren bilden ei®rthonor malsystem
(ONS), wenn

1. alle Vektoren paarweise zueinander orthogonal sind,

2. alle Vektoren normiert sind (die Lénge 1 haben).

(6.10) BelspIEL

Die Vektoren

(1) (1)

bilden ein ONS. Ebenso bilden die Vektoren

(1) ()~ (1)
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NONE

bilden kein ONS: Sie sind zwar orthogonal zueinander, aber nicht normiert.

ein ONS. Die Vektoren

(6.11) DEFINITION:

Eine quadratische Matrix heisgtthogonal, wenn ihre Spalten ein ONS bilden.

Bevor wir uns Beispielen zuwenden, sehen wir uns den Begriff der orthogonalen Matrix
noch etwas genauer an.

(6.12) *Tz:

Es seiT eine quadratische Matrix. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent:

1.T ist eine orthogonale Matrix, dh. die Spalten vbbilden ein ONS.

2. Die Zeilen vorT bilden ein ONS.

3. Die Transponiert&® ist identisch mit der Inversefi !, dh.T!T = E.

4. Die durchT definierte Transformation ist ldngentreu, gfix|| = ||x|| fur allex € R™.

BEGRUNDUNG:

Wir sehen uns den Beweis dieses Satzes deshalb an, weil er mit unseren Mitteln leicht
durchzufiihren ist, und weil man daraus viel lernen kann.

(1) = (3): Wenn die Spalten von ein ONS bilden, dann gilt

ta. — 5 .4 — | Lwenni=j,
&8 =88 = 0 wenni # j

Bei der Matrixmultiplikation vorir® mit T werden gerade diese Multiplikationen ausgefiihrt.
Daher entsteht dabei die Einheitmatrix, al€d@ = E.
(3) = (2) und (2)= (3): Wir wissen, dass die InverJe ! die Eigenschaften
T T=TT'=E
besitzt. Daraus folgt nun, dass
TT=TT'=E
Die zweite Gleichung besagt aber nichts anderes, als dass die Zeil&hei©ONS bilden.

(1) = (4): Dies folgt ganz rasch aus

[[Tx||? = X' T!Tx = x'x = ||x]|?

(4) = (2): Das ist etwas komplizierter. Aber es ist dafiir der interessanteste Teil der ganzen
Aussage: Er besagt, dass die einzigen Matrizen, die langentreue Transformationen bewir-
ken, die orthogonalen Matrizen sind.

Aus
[T =W =[x =yl

folgt
XITITX — XIT Ty — Y TITX + VT Ty = xix — Xty — yix + yy
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Da wir die Eigenschaft (4) vorausgesetzt haben, heben sich jene Terme auf der linken und
rechten Seite weg, die entweder musder nury enthalten. Es verbleibt die Gleichung

—X'T' Ty — y'T'Tx = —x'y — y'x

Da auf jeder der beiden Seiten ein Term gerade der transponierte des anderen ist, und weil
es gleichzeitig 1x1-Matrizen sind, erhalten wir schlieflich

X'T'Ty = x'ly = xX'Ey furallex,y

Wenn wirx = e; undy = e; setzen, ergibt sich auf jeder Seite das Element der Matrix mit
dem Index;j. Daher sind die beiden Matrizen gleich. O

Die Aussagen (1)—(3) dienen nur dazu, die Eigenschaft einer Matrix, orthogonal zu sein,
leichter Uberprufen zu kénnen. Die Aussage (4) ist dagegen von inhaltlicher Bedeutung.

Orthogonale 2x2-M atrizen

Im Fall n = 2 sind die einzigen orthogonalen Matrizen diejenigen, die Drehungen oder
Drehspiegelungen beschreiben. Das kann man theoretisch begriinden oder experimentell
veranschaulichen.

Wir beginnen mit der experimentellen Veranschaulichung. Zu diesem Zweck zeichnen wir
ein Dreieck:

coord(xlimec(-5,5),ylimc(-5,5))

x1=c(-3,-3)
x2=c(2,-1)
x3=c(1, 3)

l'ines(t(chbind(x1,x2,x3,x1)))

Auf die Eckpunkte des Dreiecks wollen wir eine orthogonale Matrix anwenden. Wir werden
sehen, dass dadurch eine Drehung oder eine Drehspiegelung bewirkt wird.

(2

ad+cf=1, VP+d®>=1, ab+ed=0

Ein beliebige orthogonale Matrix

muss die Gleichungen

erflllen. Aus der dritten Gleichung folgt
= _—— =\ — a=XAc, d=—Mb.

Dies setzen wir in die erste und zweite Gleichung ein und erhaftes ¢>. Daher ist
b= +c.

Fall 1: b = —c. Esgilt:c = V1 —a2,b = —c,d = /1 — b2 = a. Dabei ista irgendeine

Zahl zwischen O und 1:
T a —v1—a?
W1 —-a? a

Es sei also z.B.
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a=0.1

T=cbind(c(a,sqrt(1-ar2)),-c(sqrt(1l-a*2),a))

Wir zeichnen nun das transformierte Dreieck:

lines(t(T% %bind(x1, x2,x3,x1)))

Offensichtlich wurde das Dreieck gedreht. Die Abstande zwischen den Eckpunkten haben
sich nicht veréndert. Dies liegt an der Langentreue der orthogonalen Transformation.

Fall 2: b =c
T_ a V1 —a?
T \WV1—a2 a
Wir zeichnen wieder das transformierte Dreieck:

a=0.1
T=cbi nd(c(a, sqrt(1-a*2)),c(sqgrt(1l-a*2),a))
lines(t(T% %bind(x1, x2,x3,x1)))

Offensichtlich wurde das Dreieck nun gespiegelt. Die Abstéande zwischen den Eckpunkten
haben sich aber wieder nicht verandert. Dies liegt an der Langentreue der orthogonalen
Transformation.

Man kann diese Experimente mit verschiedenen Wertea €iiurchfiihren. Dadurch &ndern
sich die Winkel der Drehungen bzw. Spiegelungen.

Um diese Erscheinungen theoretisch zu verstehen, muss man-auos ¢ setzen. Dann
ist  der Drehungswinkel bzw. der Winkel des Orthogonalvektors der Spiegelungsachse.

6.2.2 Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen

Der folgende Satz enthélt eine grundlegende Aussage Uber symmetrische Matrizen.

(6.13) Srz:

Es selA eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrsodass

A 0 ... O
TIAT — 0 A ... O
0 0 ... M\
Die Zahlen)\y, \o, . .., N\, heissenEigenwerte von A. Sie sind bis auf die Reihenfolge

eindeutig bestimmt. Die Spalten der orthogonalen MdatrheisserEigenvektoren vonA.

Sowohl der Beweis dieses Satzes als auch die numerische Berechnung der Eigenwerte und
Eigenvektoren fuhrt weit Gber das hinaus, was wir in diesem Skriptum behandeln kénnen.
Trotzdem kdnnen wir damit arbeiten.

Numerische Diagonalisierung

Wir kénnen mit R Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen.

Es sei
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A=cbind(c(2,1),c(1,3))
eine symmetrische Matrix. Die Funkti@gen liefert uns die Eigenwerte

> D=di ag( ei gen( A) $val ues)
> D

[.1] [.2]
[1,] 3.618034 0.000000
[2,] 0.000000 1.381966

und die Eigenvektoren

> T=ei gen( A) $vectors
> T

[ 1 1] [ L) 2]
[1,] 0.5257311 0.8506508
[2,] 0.8506508 -0.5257311

Wir Gberprifen nun die im Lehrsatz geforderten Eigenschaften der Diagonalisierung. Die
Orthogonalitat der MatriX bestéatigen wir durch
> round(t(T)% o, 8)

[.1] [.2]

[1,] 1 0
[2,] 0 1
> round(T% % (T), 8)

[,1] [,2]
[1,] 1 0
[2,] 0o 1

Die Diagonalisierung erfolgt durch

> round(t (T) % %A% %, 8)
[, 1] [, 2]

[1,] 3.618034 0.000000

[2,] 0.000000 1.381966

Man kann auch wesentlich groRere symmetrische Matrizen diagonalisieren. Wir erzeugen
eine zufallige symmetrische Matrix durch

> R=matri x(rnorn(100), 10, 10)
> A=R+t (R)
> A
[.1] [.2] [.3] [.4]
-1.5434403 -1.4383492 -0.40692333 -0.42604214 ...
-1.4383492 -0.1176705 0.46552606 -1.27186802 ...
-0.4069233 0.4655261 -0.08122003 -2.17250684 . ..
-0.4260421 -1.2718680 -2.17250684 1.97612846 ...
1.1538595 0.3760915 -0.70620813 -0.01362711 ...
1.4742792 -0.6847583 -0.73371974 1.63324947 ...

Ok wWNE

Die Eigenwerte sind

> ei gen(A) $val ues

[1] 5.4041198 4.9686435 4.3446504 1.8660153 0.6750763
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[6] -0.4785932 -1.4251390 -2.1917073 -3. 3965868 -4.9973265

Der von R verwendete Algorithmus gibt die Eigenwerte stets der Gro3e nach geordnet an.
Wir sehen, dass die Eigenwerte sowohl positiv als auch negativ sein kdnnen. Das Vorzeichen
der Eigenwerte wird im folgenden eine wichtige Rolle spielen.

6.2.3 Anwendung auf quadratische Funktionen

(6.14) DEFINITION:
Eine homogene quadratische Funktion befindet sididrmalform, wenn ihr Funktions-
term nur aus quadratischen Gliedern besteht, dh. wenn

flz1,22,. .. 20) = a1123 + aze@3 + -+ + ann

Wenn sich eine homogene quadratische Funktion in Normalform befindet, dann kann man
wichtige geometrische Eigenschaften des Funktionsgraphen bereits am Funktionsterm ab-
lesen (siehe Abschnitt.)

Wir werden nun sehen, dass man eine homogene quadratische Funktion, die sich nicht in
Normalform befindet, durch eine lineare Transformation auf Normalform bringen kann. Das
technische Hilfsmittel dazu ist die Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen.

Einfuhrung

Wir wollen an einem Beispiel den Grundgedanken der Hauptachsentransformation flr qua-
dratische Funktionen erlautern.

Wir untersuchen die quadratische Funktion
f(z1,22) = :c% +4x129 + ng

Wir nehmen nun das Ergebnis der nachfolgenden Berechnungen vorweg, damit klar ist,
worauf wir hinauswollen: Wir werden zeigen, dass fur diese quadratische Funktion die fol-
gende Darstellung méglich ist:

f(z1,20) = 22 +4x120 4 303
—  4.326(0.526; + 0.851z5)” — 0.236(0.851a1 — 0.526x5)”
Diese Umformung heissiauptachsentransfor mation.
Zwei Fragen drangen sich auf:
1. Wozu soll diese Umformung gut sein ?
2. Wiekommt man zu der Darstellung ?

Zunachst beantworten wir die erste Frage. Wir vereinfachen die Darstellung, indem wir fur
die Ausdriicke in den Klammern Abklirzungen einsetzen (,Substitution”):

f(a1,m9) = 4.326(0.52621 + 0.85125 ) — 0.236( 0.85121 — 0.526x5 )
Y1 Y2

Dadurch erhalten wir
f(21,29) = 4.326y% — 0.236y3
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Man kann die Substitution

y1 = 0.52621 + 0.851z,
ys = 0.851z1 — 0.526m5

als , Koordinatentransformation” interpretieren. Diese ,Koordinatentransformation” hat be-
wirkt, dass die quadratische Funktion eine Normalform angenommen hat. Wir kdnnen nun
voraussagen, wie der Funktionsgraph dieser Normalform aussehen wird: Es handelt sich
um eine Sattelflache, weil die Vorzeichen der Koeffizienten verschieden sind.

In der geometrischen Darstellung bewirkt die ,Koordinatentransformation” eine Drehung
oder eine Spiegelung. Davon kénnen wir uns leicht Gberzeugen, indem wir die Niveaulini-
endiagramme zeichnen:

x=seq(frome-3,t0=3, by=0.5)

y=X

z=outer(x,y,function(x,y) x"2+4*x*y+3*y~"2)
contour(x,vy, z)

z=outer(x,y,function(x,y) 4.236*x"2-0.236*y"2)
contour(x,vy, z)

V V.V V VYV

Also liefert uns die Deutung der Normalform zugleich die Information dartber, wie der
Funktionsgraph der urspriinglichen quadratischen Funktion aussieht. Das ist die Anwort
auf die erste der beiden Fragen:

Die Hauptachsentransfor mation hat den Zweck, eine homogene quadr atische Funkti-
on in eine Nor malform zu bringen, damit man geometrische Eigenschaften des Funk-
tionsgraphen daraus ablesen kann.

Nun wenden wir uns der Beantwortung der zweiten Frage zu. Wir werden sehen, dass die
rechnerische Durchfiihrung der Hauptachsentransformation auf der Diagonalisierung von
symmetrischen Matrizen beruht.

Unsere quadratische Funktion hat die Matrixdarstellung

f(x1,20) = 23 + 4xyx0 + 323 = (21, 22) L2 “1) xtAX
2 3 )

Wir diagonalisieren nun die Matri:

> A=cbind(c(1,2),c(2,3))

> D=di ag(ei gen(A) $val ues)
> D

[,1] [, 2]
[1,] 4.236068 0.000000
[2,] 0.000000 -0.236068
> T=ei gen( A) $vectors
> T

[ 1 1] [ L) 2]

[1,] 0.5257311 0.8506508
[2,] 0.8506508 -0.5257311

Wir wissen nun, dass
TIAT=D und A=TDT!
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Daher kdnnen wir unsere quadratische Funktion umformen:
f(x) = x'"Ax = x(TDT")x = (T'x)'D(T'x)
Indem wiry = T'x substituieren, erhalten wir
f(x) = y'Dy = 4.326y% — 0.236y5

Das ist genau das Ergebnis der Hauptachsentransformation. Und damit ist die zweite Frage
beantwortet.

Der allgemeine Fall

Wir fassen nun den Vorgang der Hauptachsentransformation allgemein zusammen:

Gegeben sei eine homogene quadratische Funktigh = x!Ax mit der symmetrischen
Matrix A.

1.Schritt: Die Matrix A wird diagonalisiert.

Wir bezeichnen die Eigenwerte mit, Ao, ..., \,,. Die Eigenvektoren werden als Spalten
der Matrix T zusammengefasst. Die Diagonalmatrix der Eigenwerte bezeichnen viir. mit

2. Schritt: Wir substituieren in der quadratischen Funktion= Ty, dh. wir definieren
y := Tix.

3. Schritt: Als Ergebnis erhalten wir die Normalform

f(th?u“'axn) :Aly%+)‘2y%++>‘ny72l

Die Koordinatentransformation= Ty ist eine orthogonale Transformation, dh. sie bewirkt
geometrisch eine Drehung oder Drehspiegelung des Koordinatensystems. Daher sind fir die
urspriingliche quadratische Form und ihre Normalform jene Eigenschaften gleich, die sich
unter Drehungen oder Drehspiegelungen nicht andern.

Im néchsten Abschnitt lernen wir zwei wichtige Eigenschaften dieser Art kennen.

6.2.4 Aufgaben

1. Was versteht man unter einem Orthonormalsystem ? Geben Sie Beispiele fir Ortho-
normalsysteme an.

2. Was ist eine orthogonale Matrix ? Wie tUberprift man die Orthogonalitat einer Matrix
? Worin besteht die geometrische Interpretation einer orthogonalen Matrix ?

Auf welche Weise kann man alle orthogonalen 2x2-Matrizen erzeugen ?
Wie lautet der Hauptsatz tber die Diagonalisierung von symmetrischen Matrizen ?

Was versteht man unter Eigenwerten und Eigenvektoren ?

o g~ w

Wann befindet sich eine quadratische Funktion in Normalform ?
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7. Was ist die Hauptachsentransformation einer quadratischen Funktion ? Wozu dient
sie ?

8. Wie fuhrt man die Hauptachsentransformation einer quadratischen Funktion durch ?

9. Was bewirkt die Hauptachsentransformation einer quadratischen Funktion fir das
geometrsiche Bild des Funktionsgraphen ?

6.3 Konvexe und konkave Funktionen

6.3.1 Grundlegende Definitionen

(6.16) DEFINITION:

Eine Funktionf : R™ — R heisstkonvex, wenn fiir je zwei Punkt®, undx, die Unglei-
chung

£(500+ %)) < 5(700) + )

erftillt ist.

Anschaulich bedeutet Konvexitat, dass der Funktionsgraph stets unterhalb der Verbindungs-
strecke zweier Funktionswerte liegt.

Abbildung 6.2: Konvexe Funktion

(6.17) DEFINITION:

Eine Funktionf : R™ — R heisstkonkav, wenn fiir je zwei Punktg,; undx, die Unglei-

chung . .
(500 +%2)) = 5(£00) + £(x2))

erflillt ist.

Anschaulich bedeutet Konkavitat, dass der Funktionsgraph stets oberhalb der Verbindungs-
strecke zweier Funktionswerte liegt.
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Abbildung 6.3: Konkave Funktion

Fur die Behandlung von Optimierungsaufgaben ist es wichtig zu wissen, ob eine Funktion
konvex oder konkav oder keines von beiden ist. Wir verschaffen uns daher einen einfachen
Uberblick tiber typische konvexe und konkave Funktionen.

e Einelineare Funktion ist immer sowohl konvex als auch konkav.

Das ist vollig klar, denn fur lineare Funktionen gelten sogar die Gleichungen

F(500 + %)) = 5(7060) + £ )

e Eine quadratische Funktion f(z) = az? ist konvex, wenn a > 0 und konkav,
wenn a < 0.

Das ist anschaulich klar, denn die Funktionsgraphen von solchen quadratischen Funk-
tionen kénnen wir zeichnen.

o \Wenn man konvexe Funktionen addiert, entsteht wieder eine konvexe Funktion.
Wenn man konkave Funktionen addiert, entsteht wieder eine konkave Funktion.

Dieses Aussagen folgen aus dem Umstand, dass die Ungleichungen, die Konvexitat
bzw. Konkavitat definieren, bei Addition erhalten bleiben.

Quadratische Funktionen

Mit diesen einfachen und plausiblen Tatsachen sind wir in der Lage, alle quadratischen
Funktionen dahingehend zu beurteilen, ob sie konvex oder konkav sind.

Wir beginnen mit homogenen quadratischen Funktionen in Normalform.
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(6.18) Sarz:

Es sei
2 2 2
flx1,22,...,2n) = an12] + 225 + -+ - + apn;,

eine homogene quadratische Funktion in Normalform. Dann gilt:
1. f ist konvex, wenm; > 0 firi =1,2,...,n.
2. f ist konkav, wenru; < 0 flri =1,2,...,n.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus unseren einfachen Regeln. Man kann ihn dahingehend
erganzen, dass die Funktighweder konvex noch konkav ist, wenn zwei von Null ver-
schiedene Koeffizienten unterschiedliches Vorzeichen besitzen.

Wir sind nun in der Lage, zu beurteilen, ob eine homogene quadratische Funktion konvex
oder konkav ist, wenn sie sich in Normalform befindet, dh. wenn ihr Funktionsterm keine
gemischten Glieder besitzt.

Diese Mdoglichkeit ist aber nicht nur auf Normalformen beschrankt. Uns steht ja die Haupt-
achsentransformation zu Verfiigung. Die Hauptachsentransformation besagt, dass wir jede
homogene quadratische Funktion in der Form

f@1, @2, mn) = Myt + Aoys + - + Ay2

schreiben kénnen. Dabei sind die Variablgrineare Funktionen der urspringlichen Va-
riablenz;, die eine Drehung oder Drehspiegelung des Koordinatensystems bewirken. Bei
einer Drehung oder Drehspiegelung bleiben Eigenschaften wie Konvexitat oder Konkavitat
des Funktionsgraphen unverandert. Daher kdnnen wir aus der Normalform, die durch die
Hauptachsentransformation entsteht, ablesen, ob eine quadratische Funktion konvex oder
konkav oder keines von beiden ist.

(6.19) arz:

Ob ein homogene quadratische Funktjgm) = x'!Ax konvex oder konkav ist, hdngt von
den Eigenwerten der Matrix ab:

1. f ist genau dann konvex, wenn alle Eigenwerte nichtnegativ sind.

2. f ist genau dann konkav, wenn alle Eigenwerte nichtnegativ sind.

Wie steht es aber nun mit inhomogenen quadratischen Funktionen ? Die Antwort auf diese
Frage ist sehr einfach.

(6.20) arz:

Eine inhomogene quadratische Funktjiin) = x'!Ax+b'x + c ist genau dann konvex bzw.
konkav, wenn die zugehérige homogene quadratische Funk#irrkonvex bzw. konkav
ist.

Die Begriindung fur daflr ist sehr einfach: Die inhomogene Funktion unterscheidet sich
von der homogenen Funktion nur durch den linearen Funktiongibrm c. Diese lineare
Funktion ist sowohl konvex als auch konkav. lhre Addition oder Subtraktion andert also
nichts an der Konvexitat bzw. Konkavitéat der einen wie der anderen quadratischen Funktion.

6.3.3 Aufgaben

(6.21)Aufgabe: Fir die folgende quadratischen Funktionen beantworte man die Fragen:
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1. Wie lautet die Matrixdarstellung ?
2. Man filhre die Hauptachsentransformation durch.
3. Wie lauten die Eigenwerte und die Eigenvektoren ?
4. Wie lautet die Normalform ?
5. Mit welcher orthogonalen Transformation erhélt man die Normalform ?
6. Ist die quadratische Funktion konvex oder konkav ?
7. Zeichnen Sie den Funktionsgraph ? Welche Form hat der Funktionsgraph ?
8. Zeichnen Sie die Niveauliniendiagramme der quadratischen Funktion und ihrer Nor-
malform.
Angaben:
1. f(x1,22) = —42? — dvy29 — 73
2. f(z1,72) = 223 + 22129 + 223
3. f(z1,22) = 323 — dwy29 + 223
4. f(x1,29) = 222 + 8179 + 423
5. f(x1,29) = —43:% — 6x179 — 2$§
6. f(z1,72) = =322 — 4wy 29
7. f(z1,22) = 323 + 8x129 + 373
8. f(z1,72) = =322 + 10z122 + 123
9. f(z1,72) = —42? — dxy29 — 203
10. f(z1,72) = —222 + 4z 29 — 423
11. f(z1,x2) = 323 + 27129 + 423
12. f(z1,22) = 522 + 67120 + 423
13. f(z1,72) = 522 — 67129 + 423
14. f(z1,72) = —222 + 27129 — 223
15. f(z1,x2) = —22% + 22122 — 4x%
16. f(z1,72) = 322 + 67122 + 323
17. f(z1,72) = 422 + 4x129 + 23
18. f(z1,72) = —23 + 23179 — 23
19. f(z1,22) = —422 4 22129 — 31‘%
20. f(x1,x2) = —433% + 4z119 — 3:%

(6.22) TESTFRAGEN

1. Was versteht man unter einer kerenFunktion ? Worin besteht die anschauliche
Deutung dieses Begriffs ?

2. Was versteht man unter einer konkaven Funktion ? Worin besteht die anschauliche
Deutung dieses Begriffs ?
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3. Unter welchen Umstanden sind lineare Funktionen konvex bzw. konkav ?

4. Wie erkennt man an einer quadratischen Funktion in Normalform, ob sie konvex oder
konkav ist ?

5. Wie erkennt man an einer beliebigen quadratischen Funktion, ob sie konvex oder
konkav ist ?
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Quadratische Optimierung

7.1 Grundlagen ausder Analysis

7.1.1 Einleitung

Wenn wir von einer differenzierbaren Funktigr= f(x), die nur eine Variable besitzt, eine
Maximalstelle oder eine Minimalstelle finden wollen, gehen wir in der Regel so vor:

1. Wir bilden dieAbleitung f'(x).

2. Wir suchen di&ritischen Punkte, das sind die Punkte, fir die die Ableitung den Wert
/' (xz) =0 hat.

3. Wir beurteilen die kritischen Punkte dahingehend, ob die Funiftidort tatséchlich ein
Minimum oder ein Maximum annimmt.

Der Hintergrund dieser Vorgangsweise besteht darin, dass bei einer differenzierbaren Funk-
tion jede Minimalstelle und jede Maximalstelle zugleich ein kritischer Punkt sein muss.
Die anschauliche Begrindung dafir ist unmittelbar einsichtig: An einer Minimalstelle oder
einer Maximalstelle (einer differenzierbaren Funktion im Innern ihres Definitionsbereichs)
muss die Tangente an den Funktionsgraphen waagrecht verlaufen. Da die Ableitung der
Funktion zugleich die Steigung der Tangente ist, muss daher die Ableitung gleich Null sein.

Will man von einer Funktiory = f(z1,x2,...,z,) mit mehreren Variablen das Mini-
mum oder Maximum finden, dann geht man ganz ahnlich vor: Man sucht zunéchst kritische
Punkte, indem man etwas, was dem Begriff der Ableitung entspricht, gleich Null setzt. An-
schlieend beurteilt man die gewonnenen kritischen Punkte dahingehend, ob die Funktion
dort ein Minimum oder Maximum besitzt.

Wir missen daher zuerst klaren, was bei einer Funktion mit mehreren Variablen dem Be-
griff der Ableitung entspricht. Dieses Thema erschdpfend zu behandeln, geht aber tGiber den
Rahmen dieses Textes hinaus. Wir beschranken uns daher auf das, was fiir das Verstandnis
unseres Themas, namlich der Optimierung von quadratischen Funktionen, unbedingt nétig
ist.

7.1.2 Richtungsableitung

Der grundlegende Begriff fur alles weitere ist der Begriff d&chtungsableitung. An-
schaulich gesprochen, geht es dabei um folgendes.

Es seiy = f(X), x € R", eine Funktion mit mehreren Variablen.
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1. Man legt einen Punky und einen Richtungsvekterfest. Diese beiden Grélien definie-
ren eine Gerade
t—Xg+tv, teR

im Definitionsbereich der Funktiofi.

2. AnschlieRBend untersucht man die Funktjoentlang dieser Geraden:
t— f(Xo + tv) =: g(t)

Die entstehende Funktigy{t) ist nun eine Funktion mit einer einzigen Variablemnd sie
gibt an, welche Werte unsere urspriingliche Funktfoentlang der Geradeh— xq + tv
annimmt.

3. Unter der Richtungsableitung vghan der Stellex, in Richtungv versteht man nun
einfach die Ableitung der Funktiopan der Stell¢ = 0.

Diese Richtungsableitung gibt die Veranderungsrate der Funitemm die entsteht, wenn
man sich vom Punk, in Richtungv weiterbewegt.

(7.1) DEFINITION:

Es seiy = f(x), x € R™, eine Funktion. Unter der Richtungsableitung yoan der Stelle
Xo in Richtungv versteht man die Ableitung der Funktion

g(t) = f(xo +tv), teR,

an der Stelle = 0, also p i
90| _, = 7 Ko +tv)

(7.2) BEISPIEL

Wir betrachten die Funktiop = f(z1, x9) = 322 — x3. Wir wollen die Richtungsableitung
an der Stellg = (1,2)! in Richtungv = (-1, 1)* berechnen.

Die Gerade, entlang der wir die Funktigruntersuchen missen, lautet
x=xo+tv=_ S Ve )17
-0 2 1) 2+t )’

l‘lzl—t
To =241

also

Wir setzen diese Gerade nun in die Funktjoain und erhalten so
gty =f(1—t,2+t)=3(1—-1)*—(2+¢t)* =2¢>— 10t — 1

Daraus folgty’(0) = —10. Also betragt die gesuchte Richtungsableitund).

Wenn man Richtungsableitungen immer so ausrechnen muf3te, wie wir das im vorangehen-
den Beispiel gemacht haben, dann wéare das mihsam. Glicklicherweise kann man es sich
einfacher machen.
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7.1.3 Partielle Ableitungen

Es gibt spezielle Richtungsableitungen, die besonders wichtig sind. Das sind die Richtungs-
ableitungen, deren Richtungsvektoren parallel zu den Koordinatenachsen sind.

(7.3) BEISPIEL

Wir setzen das vorangegangene Beispiel fort mit anderen Richtungsvektoren. Als Fu3punkt
verwenden wixg = (a, b)t.

Es seiv = (1,0)%. Die Gerade, entlang der wir die Funktighnun untersuchen mussen,

lautet
a 1 a—+t
=5 )+ (5)= (")
also
r1=a-+t
$2:b

Wir setzen diese Gerade nun in die Funktjoain und erhalten so
g(t) = f(a+1t,b) =3(a+1)* - v?

Daraus folgty’ (0) = 6a.

Dieses Ergebnis wirden wir aber auch erhalten, wenn wir die Funktanfach nach der
ersten Variablen differenzieren wirden (die zweite Variable dabei konstant haltend). Man
schreibt dann

0
8_331 (x1,22) = 8—331(333% - x%) = 621

und spricht von departiellen Abeitung von f nachz;.

Es seiv = (0, 1)’. Die Gerade, entlang der wir die Funktighnun untersuchen mussen,

lautet
x:x0+tv:<a>+t<0>:< ¢ >
b 1 b+t )’
also
r1 = a
ro=b+1

Wir setzen diese Gerade nun in die Funktjoain und erhalten so
9(t) = fla,b+1) = 3a> — (b+1)?

Daraus folgty’(0) = —2b.

Dieses Ergebnis wirden wir aber auch erhalten, wenn wir die Funktenfach nach der
zweiten Variablen differenzieren wirden (die erste Variable dabei konstant haltend). Man

schreibt dann 9
92s (r1,22) = 6—:1;2(31'% — 1‘%) = —2x9

und spricht von departiellen Abeitung von f nachz,.

Dies fuhrt uns zur allgemeinen Definition von partiellen Ableitungen.
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(7.4) DEFINITION:

Es seiy = f(x), x € R", eine Funktion. Unter eingrartiellen Ableitung versteht man

die Ableitung der Funktion nach einer einzigen Variablen, wobei die anderen Variablen als
Konstante behandelt werden.

Die partielle Ableitung vory nachz; an der Stellex, bezeichnet man durch

of
8l‘i (XO)

In unserem Beispiel haben wir plausibel gemacht, dass partielle Ableitungen nichts anderes
sind als Richtungsableitungen entlang der Koordinatenachsen.

(7.5) BEISPIEL

1. Man berechne die partiellen Ableitungen der Funktfon;, 7o) = 322 — 22122 + 5xo
an der Stelleg = (3, —1)*.

Ldsung: Es ist

of _ of _

a—xl —61’1—21'2, a—xQ = —21’14‘5
Daraus folgt

of of

=L (3,-1) =20, —(3,—-1)=—1.

aIEl (37 ) 07 8132 (37 )

2. Man berechne die partiellen Ableitungen der Funkffign,, z5) = 22e 373 an der Stelle
Xp = (1, O)t

Losung: Es ist

0 0
3_;1 = 2$16_3x%, (3—:1{; = —12$%x26_3rg.
Daraus folgt
of of
—(1 =2, —(1 =0.
axl ( Y 0) Y $2 ( 9 0) 0

7.1.4 Der Gradient

Ein besondere Rolle spielt der Vektor, den man aus allen partiellen Ableitungen bilden kann.

(7.6) DEFINITION:

Es seiy = f(x), x € R™, eine Funktion. Unter der@radienten der Funktion an der Stelle
Xo versteht man den Spaltenvektor

Vf(Xo) = am.

(7.7) BEISPIEL
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In den folgenden Beispielen berechnen wir die Gradienten von linearen und quadratischen
Funktion mit mehreren Variablen. Es zeigt sich dabei, dass die entstehenden Formeln eine
grosse Ahnlichkeit zu den uns schon bekannten Ableitungsformeln besitzen.

1. Man berechne den Gradienten der linearen Funkticn = a‘x.

Losung: Es ist
f(X) = f(z1,72) = b121 + bax2

Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen

of _,  Of _
8m1_ b 8:752

Daher lautet der Gradient:

Der Gradient einer linearen Funktion ist also konstant, und ist gleich dem Koeffizientenvek-
tor der linearen Funktion.

2. Man berechne den Gradienten der quadratischen Funkion= x‘x.

Losung: Es ist
FX) = (a1, m2) = 27 + a3

Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen

o o,
8901 It 8952 it
Daher lautet der Gradient:
2
Vf(x) = < 22 > = 2X

3. Man berechne den Gradienten der quadratischen Funktion= x'Ax.

Lésung: Es ist
f(X) = f(a:l, .’L’Q) = alll‘% + 2a19x129 + aggajg

Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen

0
—f = 2a1171 + 201272,

5]
— =2 2
o1 s ai2x1 + 2a22%2

Daher lautet der Gradient:

_( 2anx1 +2a12072
Vi) = ( 2a1271 + 2a2272 > = 2R

4. Man berechne den Gradienten der quadratischen Funkgion= x’Ax + b'x.

Losung: Es ist
f(X) = f(z1,22) = ay12? + 24197129 + a3 + by + boxy

Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen

0 5]
of = 2a1171 + 2a12x2 + by, of = 2a1271 + 2a90x2 + by
ox1 0z
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Daher lautet der Gradient:

_( 2a1171 + 2a122 + b1\
Vi) = ( 2a12x1 + 2a99x9 + by ) = 2Ax+b

Der Gradient ist von zweierlei Bedeutung:
1. Mit Hilfe des Gradienten kann man Richtungsableitungen sehr einfach ausrechnen.
2. Der Gradient zeigt in die Richtung des starksten Anstiegs des Funktionsgraphen.

Wir formulieren diese beiden wichtigen Tatsachen als Lehrsétze und begrtinden sie auch.

(7.8) SaTz:

Es seiy = f(x), x € R", eine Funktion. Die Richtungsableitung véran der Stelle in
Richtungv betréagt
L i

V(X)) -v= e (X) - v1 + 8—@()() - Vg

Sie ist also gleich dem Skalarprodukt des Gradienten mit dem Richtungsvektor.

BEGRUNDUNG. Wir mussen nachweisen, dass

df(x+tv) =Vf(X)-v

dt t=0
Wir tun dies nicht in voller Allgemeinheit, sondern nur fir quadratische Funktionen der
Form f(x) = x*Ax.
Esist

FX4+tv) — f(X) = (X+tv)'A(X + tv) — X'Ax

2x' AV + 2V Av
= tVf(X)-V+ VAV

Daraus folgt

%f(ertv) i LX) 2T

=0 =0 n =lim Vf(x) - v+ VAV = Vf(x) -V

(7.9) SaTz:

Es seiy = f(x), x € R™, eine Funktion. Dann ist die Richtungsableitung an jeder Stelle in
jener Richtung maximal, die mit der Richtung des Gradienten libereinstidemGradient
gibt die Richtung des stérksten Anstiegs an. Das heisst: Flir alle Richtungsvektoremit
[IV]| =1 gilt
. V f(x)
VX)) VS Vf(X) Vinax FfUr Vpax = t=———
IVl
BEGRUNDUNG. Die behauptete Ungleichung folgt unmittelabr aus der uns wohlbekannten
Ungleichung von Cauchy-Schwarz:
Vf(x)

V100 v < VSOOI M1 = IV £l = V09 - e
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Gradientenfelder

Die geometrische Bedeutung des Gradienten besteht also darin, dass er als Pfeil gezeich-
net stets in die Richtung des starksten Anstiegs des Funktionsgraphen zeigt. Deshalb sind
Gradienten eine wichtige Ergénzung eines Niveauliniendiagrammes.

In unserer Libranyl inAlg stellen wir die Funktiorgfield (Gradientenfeld) zu Verfugung,
die ein Niveauliniendiagramm mit Gradienten zeichnet.

Das Beispiel
gfield(from=- 3, to=3, "x"2+y"2")

zeigt die Gradienten eines nach oben offenen Paraboloids, bei dem die Gradienten nach aus-
sen weisen. Andere Beispiele sind ebenfalls sehr illustrativ. Wir tiberlassen sie dem Leser.

7.1.5 Aufgaben

(7.10) TESTFRAGEN

1. Was versteht man unter der Richtungsableitung ? Erklaren Sie den Begriff anschau-
lich und formal.

2. Was versteht man unter einer partiellen Ableitung ? Erklaren Sie den Begriff anschau-
lich und formal.

3. Was ist der Gradient ? Was ist seine anschauliche Bedeutung ?
4. Wie kann man Richtungsableitungen mit Hilfe des Gradienten berechnen ?

5. Wie berechnet man den Gradienten einer quadratischen Funktion ? Geben Sie die
Matrixdarstellung an.

7.2 Globale Optimierung

7.2.1 Kritische Punkte

Wenn wir Maximalstellen oder Minimalstellen einer Funktion von mehreren Variablen fin-
den wollen, suchen wir als Kandidaten solcher Extremstellen zunachst sogenannte kritische
Punkte.

(7.11) DEFINITION:

Unter einem kritischen Punkt einer Funktigr= f(x), X € R", versteht man einen Punkt
Xo, an dem der Gradient gleich Null ist, dh. Wof (Xy) = 0 ist.

Mit anderen Worten: An einem kritischen Punkt sind alle partiellen Ableitungen gleich Null.

Die Bedeutung von kritischen Punkten fur die Optimierungstheorie ergibt sich durch den
folgenden Lehrsatz.
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(7.12) >xrz:

Jede Maximalstelle oder Minimalstelle einer differenzierbaren Funktion, die sich im In-
neren ihres Definitionsbereichs befindet, ist ein kritischer Punkt, dh. der Gradient ist dort
gleich Null.

BEGRUNDUNG. Sehen wir uns die Begriindung dafur anhand einer Maximalstelle an. Es
seixg eine Maximalstelle, dh.

f(xo) > f(x) furallex € R™.

Diese Extremaleigenschaft gilt dann insbesondere auch entlang jeder Geraden. Wenn also
ein beliebiger Richtungsvektor ist, dann gilt

f(Xo) > f(Xo +tv) furallet e R.

Fur die Funktiong(t) := f(xo + tv) gilt daherg(0) > ¢(t) fur allet € R: Sie besitzt ein
Maximum an der Stelle = 0. Daher muss ihre Ableitung dort gleich Null seifi(0) = 0.
Diese Ableitung ist aber nichts anderes als die Richtungsableitung der Furikéiorder
Stellexq in Richtungv.

Wir haben damit gesehen, dass an einer Maximalstelle alle Richtungsableitungen gleich
Null sein mussen. Insbesondere missen daher die partiellen Ableitungen gleich Null sein.
O

Wenn auch jede Maximalstelle oder Minimalstelle (im Innern des Definitionsbereichs) ein
kritischer Punkt sein muss, missen dennoch nicht alle kritischen Punkte auch Maximalstelle
oder Minimalstellen sein.

Bei konvexen und é&nkaven Funktion sind jedoch die Verhéltnisse sehr einfach. Der fol-
gende Satz sagt uns, dass bei konvexen und konkaven Funktionen mit der Bestimmung der
kritischen Punkt das Optimierungsproblem bereist gelost ist.

(7.13) ATz

Jeder kritische Punkt einer konvexen Funktion ist zugleich ein globales Minimum.
Jeder kritische Punkt einer konkaven Funktion ist zugleich ein globales Maximum.

BEGRUNDUNG. Es seiy = f(x) eine konvexe Funktion unly sei ein kritischer Punkt.
Wir wollen zeigen, dass dang auch ein globales Minimum ist, dh. dass

f(xo) < f(x) furallex € R™.
Es sei alsox ein beliebiger weiterer Punkt. Wir missen nachweisen, flasg < f(x).
Wir betrachten nurf entlang der Geraden vog nachx, dh. wir betrachten die Funktion
g(t) == f(Xo +t(X —X0)), teR.

Da die Funktionf insgesamt eine konvexe Funktion ist, ist natirlich auch ihre Einschran-
kung auf die Gerade vory nachx eine konvexe Funktion. Daher igtt) eine kowexe
Funktion.

Dasg(t) eine konvexe Funktion ist, igt’(¢) > 0 und dahe’(¢) monoton wachsend. Nun
ist aberx ein kritischer Punkt. Daher igf(0) = 0. Wegen der Monotonie vog' ist nun
g'(t) > 0furt¢ > 0, und somity(t) ebenfalls monoton wachsend fiip- 0. Daraus folgt

g(0) < g(1), dh. f(xo0) < f(X).
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7.2.2 Homogene quadratische Funktionen

Fur homogene quadratische Funktionen ist die Bestimmung von kritischen Punkten ziem-
lich einfach.

Es seif(x) = x'Ax eine homogene quadratische Funktion. Der Gradient lautet dann
Vf(x) = 2Ax. Daher ist zunachst = 0 sicher ein kritischer Punkt. Ob es noch weite-
re kritische Punkte gibt, hdngt davon ab, ob das lineare Gleichungssystem

Vf(x)=2Ax=0

abgesehen vor = 0 noch weitere Losungen besitzt. Das wiederum hangt mit der Inver-
tierbarkeit der MatrixA zusammen.

(7.14) *xrz:

Ein symmetrische MatriA ist genau dann invertierbar, wenn alle Eigenwerte von Null
verschieden sind.

BEGRUNDUNG. Die Matrix A ist, wie wir wissen, genau dann invertierbar, wenn das
Gleichungssysterx = b stets eindeutig losbar ist. [5tAT = D die Diagonalisierung der
Matrix A, und bezeichnen wix = Ty undb = Tc, dann ist

Ax=b & ATy=Tc < T/ATy=c < Dy=c.

Das Gleichungssystem links ist also genau dann eindeutig I6sbar, wenn das Gleichungssy-
stem mit der Diagonalmatri® eindeutig I6sbar ist. Das ist aber nur dann der Fall, wenn die
DiagonalmatrixD vollen Rang hat, dh. wenn alle Diagonalelemente (Eigenwerte) von Null
verschieden sind. O

Damit kbnnen wir zusammenfassen:
(7.15) Stz

Es seif (x) = x!Ax eine homogene quadratische Funktion.

1. Wenn alle Eigenwerte von Null verschieden sind, danm ist 0 der einzige kritische
Punkt.

2. Wenn alle Eigenwerte positiv sind, dann ist die Funktion konvex,xunrd 0 ist das
einzige globale Minimum.

3. Wenn alle Eigenwerte negativ sind, dann ist die Funktion konkavxuadO ist das
einzige globale Maximum.

Die Optimierung von homogenen quadratischen Funktionen ist offenbar ein triviale Aufga-
be, und deshalb auch von geringer praktischer Bedeutung.

7.2.3 Inhomogene quadratische Funktionen

Bei inhomogenen quadratischen Funktionen sieht die Sache bereits ganz anders aus.

Es sei
f(X) = xX'Ax + b'x + ¢

eine (inhomogene) quadratische Funktion. Der Gradient lautet

Vf(x)=2Ax+Db



144 KAPITEL 7. QUADRATISCHE OPTIMIERUNG
Um kritische Punkte zu finden, missen wir das Gleichungssystem
1
Vi(x)=2Ax+b=0, dh. Ax= _§b

I6sen. Wenn die MatriA invertierbar ist, dann ist dieses Gleichungssystem eindeutig l6sbar
und

Lo
X0:—§A 1b

ist der einzige kritische Punkt der Funktigh Wenn aber die MatriX nicht invertierbar
ist, dann sind beide weitere Losungsféalle méglich: Das Gleichungsssystem kann unendlich
viele Losungen besitzen, oder es kann unlésbar sein.

Wenn wir kritische Punkt gefunden haben, dann héangt ihre Beurteilung wieder davon ab,
ob die Funktionf konvex oder konkav ist.

Damit kbnnen wir wieder zusammenfassen:

(7.16) ATz

Es seif (x) = x!Ax + b'x + ¢ eine inhomogene quadratische Funktion.

1. Wenn alle Eigenwerte der Matréx von Null verschieden sind, dann ist = —%A‘lb
der einzige kritische Punkt.

2. Wenn alle Eigenwerte der Matrix positiv sind, dann ist die Funktion konvex, uxglist
das einzige globale Minimum.

3. Wenn alle Eigenwerte der Matmxnegativ sind, dann ist die Funktion konkav, ogdst
das einzige globale Maximum.

(7.17) BEISPIEL

Gegeben ist die quadratische Funktion
f(x1,20) = Qm% + 2x120 + Bx% —x1 + 429 + 10

Man bestimme kritische Punkte und beurteile, ob es sich um eine Maximumstelle oder eine
Minimumstelle handelt.

Ldsung: Wir stellen die Funktion zunachst in Matrixform dar. Es ist

F(z1,29) = (21, 72) G ;) ( " ) +(=1,4) < " > 410

2 1 -1
A1) b () e

f(X) = x'Ax + b'x + ¢

Mit

gilt daher

DaA eine regulare Matrix ist, gibt es nur einen kritischen Punkt, namlich
1. _
X(] - —§A 1b

Wir berechnen ihn durch
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> A=cbind(c(2,1),c(1,3))
> b=chind(c(-1,4))
> X.krit=-solve(A) %%/ 2
> X.krit

[, 1]
[1,1] 0.7
[2,] -0.9
Esist also

X0 — ( 0.7 )
-0.9

Aus

> ei gen(A) $val ues
[1] 3.618034 1.381966

folgt, dass die Funktiorf konvex ist. Daher ist der kritische Punkg eine globale Mini-
mumestelle. Das Minimum selbst betragt

> t(X.Kkrit)osoAus U, krit+t(b) % 9%. krit+10

[, 1]
[1,] 7.85

Wir zeichnen das Niveauliniendiagramm auf einem Bereich, in dem der kritische Punkt im
Zentrum liegt:

x=seq(frome- 3, to=4, by=0.5)
y=seq(from=-4,to0=3, by=0.5)

ff=function(x,y) 2*x"2+2*x+y+3*y"2-x+4*y+10
z=outer(x,y,ff)

contour(x,vy, z)

V V. V V V

Wir sehen, dass der kritische Punkt tatséchlich im Zentrum der ansteigenden Niveaulinien
liegt.

7.2.4 Aufgaben

(7.18)Aufgabe: Fir die folgenden quadratischen Funktionen beantworte man die Fragen:
1. Wie lautet die Matrixdarstellung ?
2. Bestimmen Sie kritische Punkte der Funktion.

3. Beurteilen Sie die kritischen Punkte hinsichtlich der Frage, ob es sich um Maximum-
stellen oder um Minimumstellen handelt.

Angaben:
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5. f(z1,72) = —42? — 62129 — 223 + 521 + 3712 — 8
6. f(z1,72) = =322 — dx129 + 221 — 79 — 3
7. f(z1,22) = 323 + 8x1209 + 323 + 221 — 322 + 5
8. f(z1,72) = =322 + 10z1m2 + 122 —4a1 — 29 + 1
9. f(x1,72) = —4a? — dry79 — 223 — 21 — T2
10. f(z1,72) = —223 + 4129 — 423 + 52 + 372 — 8
11. f(z1,22) = 322 + 27120 + 423 + 201 — 29 — 3
12. f(z1,72) = 522 + 67129 + 423 + 201 — 302+ 5
13. f(z1,72) = 52? — 6129 + 423 — 411 — 22 + 1
14. f(x1,29) = —21‘% + 2z119 — 2;5% —x1 — T9
15. f(z1,72) = —222 + 22129 — 423 + 571 + 379 — 8
16. f(z1,72) = 323 + 62122 + 323 + 221 — 29 — 3
17. f(x1,22) = 4w% + 4x129 + w% +2x1 —3x2+5
18. f(z1,72) = —2% + 2w109 — 23 — 4wy — 20 + 1
19. f(z1,72) = —422 + 27129 — 323 — 21 — 19
20. f(x1,22) = —4a? + 4x179 — 22 + 521 + 312 — 8

(7.19) TESTFRAGEN

1. Was ist ein kritischer Punkt einer Funktion mit mehreren Variablen ?
2. Worin besteht die Bedeutung von kritischen Punkten fir Optimierungsprobleme ?

3. Unter welchen Voraussetzungen kann man kritische Punkte ohne weitere Untersu-
chung als globale Extremstellen interpretieren ?

4. Was sind die kritischen Punkte einer homogenen quadratischen Funktion ? Wie beur-
teilt man sie hinsichtlich ihrer Extremaleigenschaften ?

5. Wie berechnet man die kritischen Punkte einer inhomogenen quadratischen Funkti-
on ? Wie beurteilt man sie hinsichtlich ihrer Extremaleigenschaften ?

7.3 Optimierung mit Nebenbedingungen

In praktischen Anwendungen treten haufig quadratische Optimierungsprobleme auf. Aller-
dings sind diese meistens nicht so einfach, wie im vorangehenden Abschnitt, wo ein Punkt
Xp gesucht wird, an dem die Funktign= f(x) ihr Maximum oder ihr Minimum annimmt.

Es ist vielmehr so, dass bei der Optimierung zusétzliche Nebenbedingungen erfiillt werden
mussen.

Ein wichtiges Beispiel aus dem Bereich der Wirtschaftswissenschaften ist die Bestimmung
eines optimalen Aktienportfolios nach Markowitz. Wir behandeln dieses Beispiel im letzten
Abschnitt dieses Kapitels.

Das Problem der Optimierung unter Nebenbedingungen, die durch Gleichungen beschrie-
ben werden, 14t sich mathematisch unter sehr allgemeinen Voraussetzungen behandeln.
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Es gibt dafiir ein universelles Losungsverfahren, die sogenamhdatieode der Lagrange-
Multiplikatoren. Wir werden diese Methode nur fir den Fall der Optimierung von quadra-
tischen Funktionen unter linearen Nebenbedingungen vorstellen. Dies reicht aus, um das
Problem der Portfolio-Optimierung Idsen zu kénnen.

7.3.1 Optimierung unter einer linearen Nebenbedingung

Es seiy = f(x) eine Funktion. Unsere Aufgabe bestehe darin, einen Pynkt finden,

der erstens eine bestimmitiEbenbedingung erfillt, und der zweitens unter allen weiteren
Punkten, die die gleiche Nebenbedingung erflllen, optimal ist, dh. eine Maximumstelle
bzw. eine Minimumstelle ist.

Sehen wir uns ein Beispiel an.

(7.20) BEISPIEL

Wir betrachten die Funktioffi(z1, x2) = 23 + 22 und die Nebenbedingung, + =2 = 1.
Wir stellen uns die Aufgabe:

Minimiere 22 4+ 22 unter der Nebenbedingung + z5 = 1!

Naturlich ist diese Aufgabe auf direktem Weg ganz einfach |6sbar. Man braucii rawis
der Nebenbedingung auszurechnen und in die zu optimierende Funktionen einzusetzen:

Aus i 4+ xo = 1 folgt x5 = 1 — 1 und daher ist
it ai=at4 (1 —21)? =222 — 22, + 1

Das Minimum finden wir, indem wir die Ableitung gleich Null setzen:

1
4z, —2=0 - xr1 = ,x2:§.

Der gesuchte Minimalpunkt lauete atep= (1, 1).

Eine Anmerkung ist noch angebracht, die sich fiir das weitere als bedeutsam herausstellen
wird: Der Minimalpunkt ist keineswegs ein kritischer Punkt der FunkfidrDer Gradient
von f an der Stelle ist nicht gleihc Null, sondern betragt vielmehr

oo (21)-(1)

Der Gradient muss auch nicht gleich Null sein, denn wir haben ja keine Minimumstelle
schlechthin gesucht, sondern unter einer Nebenbedingung. Interessant ist, dass diese Ne-
benbedingung im Wert des Gradienten sichtbar ist: Der Gradient ist identisch mit dem Ko-
effizientenvektor der Nebenbedingung !

Im Prinzip kann man Optimierung unter einer linearen Nebenbedingung immer so durch-

fuhren, wie wir das in dem vorangehenden Beispiel gemacht haben. Aber man tut das nicht.
Man modifiziert vielmehr den Begriff des kritischen Punktes so, dass die Nebenbedingung

dabei berlicksichtigt wird, und macht sich dann auf die Suche nach solchen kritischen Punk-
ten.
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Die Grundlage dafir ist der folgende Lehrsatz.

(7.21) vz

Es seiy = f(x) eine Funktion und - x = c sei eine lineare Nebenbedingung. Wegn
entweder eine Minimalstelle vofiunter dieser Nebenbedingung ist, dh.

F(x0) = Min{f(x) : k-x=c},

oder eine Maximalstelle vofi unter dieser Nebenbedingung ist, dh.

f(x0) = Max{f(x) : k-x=c},
dann ist der Gradiel¥ f(xo) proportional zik, dh. es gibt eine Zah\, sodas¥/ f (z¢) =
Ak.
BEGRUNDUNG. Wenn

f(x0) =Min{f(x) : k-x=c},

dann istxy auch Minimumstelle entlang aller Geraden, die zur Génze die Nebenbedingung
erflillen. Wenn die Gerade= x, + th fir allet € R die Nebenbedingunk)- x = ¢ erfllt,
dann ergibt sich fit = 1

k- x=k-Xx+k-h = ¢=c+k-h =— k-h=0.

Die Richtungsvektoren von Geraden, die die Nebenbedingung erfillen, sind daher genau
jene Vektorerh, fur diek - h = 0.

Wennx, eine Minimumstelle vory entlang solcher Geraden ist, muss die Richtungsablei-
tung gleich Null sein, als®& f(xo) - h = 0. Damit haben wir folgende Aussage erreicht:

k-h=0 = Vf(x)-h=0

Aus Lemma 7.28 folgt nun, dadsf(x,) proportional zwk ist. O

So kommen wir nun zur Definition von kritischen Punkten flr Optimierungsprobleme mit
Nebenbedingungen.

(7.22) DEFINITION:

Unter einem kritischen Punkt der Funktign= f(x) unter der Nebenbedingumkg x = ¢
versteht man einen Punkg, fur den der GradierW f (xz() proportional zik ist, dh. fiir den
es eine Zahh gibt, sodas¥ f(xy) = Ak.

Alle Extremstellen unter einer linearen Nebenbedingung sind kritischen Punkte gemarf die-
ser Definition. Naturlich sind nicht alle kritischen Punkte tatsachlich auch Extremstellen.
Aber wenn die Funktiorf, die optimiert werden soll, konvex oder konkav ist, dann &ndert
sich diese Eigenschaft auch unter deearen Nebenbedingung nicht, und wir kénnen in
diesem Fall kritische Punkte ohne weitere Analyse als Maxima oder Minima interpretieren.

Die Methode von L agrange

Die rechnerische Durchfihrung der Bestimmung von kritischen Punkten verlauft aus histo-
rischen Griinden nach einem bestimmten Schema ab, das niethisde der L agrange-
Multiplikatoren bezeichnet.
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Eigentlich miisste man nur Punktesuchen, fur die es eine Zaklgibt, sodass
Vi(x)+ k=0

In der Praxis geht man aber immer so vor. Man definiert die sogendramjeange-

Funktion
Lx,A\) = f(X) + A(k-Xx—¢)

Von dieser Funktion sucht man nun kritische Punkte im urspriinglichen Sinn, dh. man bildet
die partiellen Ableitungen nachund )\ und setzt diese gleich Null. Das fuhrt genau auf die
Gleichungen, die wir I6sen missen, denn

oL _of B
oL _of B
oL _of B
a—xn(x,)\>—8—xn+Akn—0
oL

a(X,A) —k'X—C =0

(7.23) BelsPIEL

Wir betrachten nochmals die Funktigifz, z2) = 2% + 22 und die Nebenbedingung +
x9 = 1. Wir stellen uns wieder die Aufgabe:

Minimiere 22 + z2 unter der Nebenbedingung + z, = 1!

Wir |6sen die Aufgabe aber jetzt mit der Methode von Lagrange.

Die Lagrangefunktion lautet:
L(z1,29,\) = 23 + 23 + Map + 29 — 1)

Die Bildung der partiellen Ableitungen ergibt:

0

— =2 A =0
P r1 +

oL

— =2 A =0
B o +

oL

P pr —1:
o xr1 + o 0

Also missen:; undxs gleich gross sein und ihre Summe muss gleich 1 sein. Das fuhrt zur

Losungxo = (3, 1).

Dieser kritische Punkt ist ein Minimum, denn die Funktipist auf der Geraden, die durch
die Nebenbedingung definiert ist, konvex.

Sehen wir uns die allgemeine Struktur des Problems an.
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Es seif(x) = x'Ax eine homogene quadratische Funktion lndx = c eine lineare
Nebenbedingung. Wir wollen kritische Punkte berechnen.

Die Lagrange-Funktion lautet
L(x,\) = X'AX + A(k - X — ¢)
Wir bilden partielle Ableitungen nackiund A:

V.L = 2AX + XK
VoL =k-X—¢

Um kritische Punkte zu finden, missen wir also das Gleichungssystem

2AX + Ak =0
kix =c
mit denn + 1 Unbekannten:, zo, . . . , z,, A l6sen. Jede Ldsung dieses Gleichungssystems

ist ein kritischer Punkt, sofern sie die Nebenbedingung erflllt, was man aber immer durch
geeignete Wahl von freien Parametern erreichen kann. Das Gleichungssystem hat die Glei-
chungsmatrix

2&11 2&12 e 2a1n kil 0
2(112 20,22 N 2a1n ]{2 0
2a1n 2a2n e 2am kn 0

k1 kK2 ... k, O0]c

Wenn f konvex oder konkav ist, kdnnen wird den gewonnenen kritischen Punkt sofort als
Minimum oder Maximum interpretieren.

(7.24) BelspIEL

Man mimimiere die Funktiorf (1, z9, z3) = 2% + 223 + 22 — 129 unter der Nebenbe-
dingungzy — z3 = 3.

Ldsung: Die Matrix der quadatischen Funktion lautet

> A=cbind(c(1,-1,0),¢c(-1,2,0),¢c(0,0,1))

> A

(.11 [.2] [,3]
[1,] 1 -1 0
[2,2] -1 2 0
[3,] ) 1

Die Eigenwerte

> ei gen(A) $val ues
[1] 2.618034 1.000000 0.381966

zeigen, dass die quadratische Funktion konvex ist. Die Matrix ist auRerdem invertierbar,
weil alle Eigenwerte von Null verschieden sind.

Wir bauen die Koeffizientenmatrix des Gleichungssystems auf:

> k=c(0,1,-1)
> C=r bi nd( cbi nd(2*A, k), c(k, 0))
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und anschlieBend die Gleichungsmatrix

> G=chind(C, c(rep(0,3),3))

> G

k
[1,] 2-2 0 00
[2,] -2 4 0 10
[3,] 0 0 2-10
[4] 0 1-1 03

Das Eliminationsverfahren

> rref (G $echel on. form

[1,]
[2,]
[3,]
[4] 0001-3.0

copr
or o
P oo
cocox
e
QRGNS

liefert uns den kritischen Punkt= (1.5, 1.5, —1.5)*. Da die Funktion konvex ist, ist dieser
kritische Punkt ein Minimum.

7.3.2 Optimierung unter mehreren linearen Nebenbedingun-
gen
Es sei wiedey = f(x) eine Funktion. Unsere Aufgabe bestehe nun darin, einen Fygnkt
zu finden, der mehrermdebenbedingungen erfiillt, und der zweitens unter allen weiteren

Punkten, die die gleichen Nebenbedingungen erflllen, optimal ist, dh. eine Maximumstelle
bzw. eine Minimumstelle ist.

Die Grundlage daftr ist der folgende Lehrsatz. Wir formulieren ihn fir zwei lineare Neben-
bedingungen.

(7.25) *Tz:

Es seiy = f(x) eine Funktion uné; - X = c1, K - X = ¢y Seien zwei lineare Nebenbedin-
gungen. Wenrx, entweder eine Minimalstelle vofi unter diesen Nebenbedingungen ist,
dh.

f(X0) = Min{f(x) : ki -X=c1,kz-X = ca},
oder eine Maximalstelle vofi unter dieser Nebenbedingung ist, dh.
f(X0) = Max{f(x) : ki -Xx=c1,ko - X =3},

dann gibt es ZahleR; und\y, sodass’ f(xg) = A\1Ki + A2ks.
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BEGRUNDUNG. Wenn
f(X0) =Min{f(x) : ki-x=c1,Ke-X=ca},

dann istxp auch Minimumstelle entlang aller Geraden, die zur Ganze beide Nebenbedin-
gungen erfullen. Wenn die Gerade= X, + th fur allet € R beide Nebenbedingungen
K; - X = ¢;, 1 = 1,2, erfilllt, dann ergibt sich fit = 1 undi = 1, 2, dass

ki-x=Ki-Xo+ki-h = c=c+ki-h = k;-h=0.

Die Richtungsvektoren von Geraden, die die Nebenbedingung erfillen, sind daher genau
jene Vektorem, fiir diek; - h =0 undk, - h = 0.

Wennx, eine Minimumestelle vory entlang solcher Geraden ist, muss die Richtungsablei-
tung gleich Null sein, als& f(xp) - h = 0. Damit haben wir folgende Aussage erreicht:

kl'hIO,kQ'hZO — Vf(X())h:O

Aus Lemma 7.29 folgt nun, da8&f(xp) in der Form\;k; + A2ky dargestellt werden kann.
O

So kommen wir nun zur Definition von kritischen Punkten fir Optimierungsprobleme mit
Nebenbedingungen.

(7.26) DEFINITION:

Unter einem kritischen Punkt der Funktign= f(x) unter zwei Nebenbedingungkn-x =
c1 undksy - X = ¢ versteht man einen Punkg, fir den es Zahlen; und s gibt, sodass
Vf(x()) = A1 ky + Maks.

Alle Extremstellen unter linearen Nebenbedingungen sind kritischen Punkte gemaf dieser
Definition. Nattrlich sind nicht alle kritischen Punkte tatsachlich auch Extremstellen. Aber
wenn die Funktionf, die optimiert werden soll, konvex oder konkav ist, dann &ndert sich
diese Eigenschaft auch untamearen Nebenbedingungen nicht, und wir kénnen in diesem
Fall kritische Punkte ohne weitere Analyse als Maxima oder Minima interpretieren.

Die Methode von L agrange

Die rechnerische Durchfiihrung der Bestimmung von kritischen Punkten verlauft wieder
nach dem Schema ab, das manMkthode der L agrange-M ultiplikatoren bezeichnet.

Man definiert die sogenannkeagr ange-Funktion
L(X, A1, A2) = f(X) + A1(Ky - X —¢1) + Aa(ka - X — ¢2)

Von dieser Funktion sucht man kritische Punkte im urspriinglichen Sinn, dh. man bildet die
partiellen Ableitungen nack, A1 und A\, und setzt diese gleich Null. Das fuhrt genau auf
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die Gleichungen, die wir |dsen missen, denn

oL of

— (X, A1, \2) = =—— 4+ Mk Moko1 =0
o1 (X, A1, A2) o1 + A1k11 + Agko1

oL of

— (X, A1, \2) = =—— + Mk Mokos =0
97a (X, A1, A2) O + A1k12 + AgKa2

oL af

— (X, A1, A2) = =—— 4+ A\kin + Nk, =0
8%()(, 1,A2) 3a;n+ 1K1n + A2K2

oL

a, AL de) =ki X —ar =0
oL

a)\g(xa/\la)‘Q):kQ'X_CQ =0

(7.27) BeEISPIEL

Wir betrachten die Funktiofi(x, z2) = x%+x§ unter den Nebenbedingungen+zs = 1
und3z; — 2x9 = 5. Wir stellen uns die Aufgabe:

Minimiere 22 4+ 22 unter der Nebenbedingung + x5 = 1, 3z; — 229 = 5 !
Wir I6sen die Aufgabe mit der Methode von Lagrange.
Die Lagrangefunktion lautet:
L(z1,22,)\) = 23 + 22 + M (21 + 20 — 1) + Ao (321 — 225 — 5)
Die Bildung der partiellen Ableitungen ergibt:

L
8_ =2x1 + A1 + 3o
8.%'1
L
8— =219+ A1 — 29
8.%‘2
8—L =x1+x2—1
O =71 2
oL
—— =321 — 229 — 5
I T T2
Wir erhalten so das Gleichungssystem
2z A 3 =0
2r9 +A1 —2X =0
T +x2 =
3$1 *2562 =

Wir bilden die Gleichungsmatrix
> G=chind(c(2,0,1,3),c(0,2,1,-2),¢(1,1,0,0),¢(3,-2,0,0),¢(0,0,1,5))
> G

[,1] [.2] [,3] [.,4] [,5]

[1,] 2 0 1 3 0
[2,] 0o 2 1 -2 0
[3,] 1 1 0 0 1
[4,] 3 -2 0 0 5
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und lésen das Gleichungssystem

> rref (G $echel on. form

[.1] [.2] [.3] [.4 [.3]

[1,] 1 0 0 0 1.40
[2,] 0O 1 0 0-0.40
[3,] O 0 1 0-0.64
[4,] o 0 0 1-0.72

Also lautet die Losung = (1.4, —0.4)". Dieser kritische Punkt ist ein Minimum, denn die
Funktion f ist konvex.

7.3.3 DasBasidemma

Wir haben bei der Charakterisierung von kritischen Punkten eines Optimierungsproblems in
Satz 7.21 und 7.25 zur Begriindung einen Sachverhalt aus der linearen Algebra verwendet,
den wir in diesem Unterschnitt genauer erklaren wollen.

Zunachst formulieren wir diesen Sachverhalt in seiner einfachsten Form.

(7.28) LEMMA:

Es seiera undb zwei Vektoren inR™. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
1. Die beiden Vektoren sind proportional, dh. es gibt eine ZaBbdas$€ = \a.
2. Fir jeden Vektox € R™ gilt: a-x=0 = b-x=0

Die Implikation (1) = (2) ist offensichtlich und nicht der Rede wert. Die interessante
Aussage ist die Umkehrun@) = (1). Diese Umkehrung haben wir beim Beweis von
Satz 7.21 verwendet.

Wir beweisen das Lemma auf zwei verschiedenen Wegen. Der erste Weg ist sehr einfach
und direkt. Er kann aber nicht auf allgemeinere Falle tGbertragen werden. Der zweite Weg

ist ein wenig raffinierter, er verwendet unsere Kenntnisse tber das Gausssche Eliminations-
verfahren und ist verallgemeinerbar.

BEGRUNDUNG. (Erster Beweis)
Wir setzen (2) voraus und wollen (1) nachweisen.

Fall 1: Alle Komponenten vor seien gleich 0. Wir wahler = (1,0,...,0)%. Dann ist
a- X =a; = 0und daheb; = b- x = 0. Das kann mit mit allen Komponenten so machen,
und daher isb = 0. Insbesondere ist dartrzu a proportional.

Fall 2: Es gebe zumindest eine Komponente apdie von Null verschieden ist, z.B. sei
ay # 0. Wir wahlenx = (a2/a;1, —1,0,...,0). Dann ist

az
a-X=—a;—ay=0
ay

und daher ist auch

Also ist
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Hier kann man den Index 2 durch jeden anderen Indgxl ersetzen und erhélt so

b
b= —ta
ax

BEGRUNDUNG. (Zweiter Beweis)

Die Vektorena undb sind dann proportional, wenn das Gleichungssystem

ary = by
agy = by
anly = by,

I6sbar ist. Wenn wir wie im ersten Beweis 0.B.d.A unterstellen, dass 0 ist, dann flhrt
das Eliminationsverfahren auf eine Zeilenskelettform der Gestalt

a1y = by
0 =x
0 ==«

Die Losbarkeit ist dann gegeben, wenn die auf der rechten Seite alle gleich Null sind.
Dies folgt aber aus der Bedingung (2): Jede Zeilenoperation, die die linke Seite auf Null
setzt, ist eine Linearkombination der Komponenten gpnnd daher muss auch die ent-
sprechende Linearkombination der Komponententvaaf der rechten Seite verschwinden.

O

Nun formulieren wir den gleichen Sachverhalt fir zwei Nebenbedingungen.

(7.29) LEMMA:

Es seiera, a; undb drei Vektoren irR™. Dann sind die folgenden Aussagen &quivalent:
1. Es gibt Zahler\; und),, sodas®€ = \ia+ \qas.
2. Fir jeden Vektor € R™ gilt: a;-x=0, a-X=0 = b-x=0

BEGRUNDUNG
Die Aussage 1. gilt dann, wenn das Gleichungssystem

a11y1 + a2y = by
a12y1 + agy2 = bo

a1ny1 + a2ny2 = by,

I6sbar ist. Die Losbarkeit ist dann gegeben, weil Bedingung (2) erfullt ist: Jede Zeilenopera-
tion, die die linke Seite auf Null setzt, ist eine Linearkombination der Komponentea;von
und der Komponenten vaa, und daher muss auch die entsprechende Linearkombination
der Komponenten voh auf der rechten Seite verschwinden. |

7.3.4 Aufgaben
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1. Durch welche Eigenschaft ist ein kritischer Punkt einer Optimierungsaufgabe mit
einer linearen Nebenbedingung definiert ?

2. Durch welche Eigenschatft ist ein kritischer Punkt einer Optimierungsaufgabe mit
zwei linearen Nebenbedingungen definiert ?

3. Mit welcher Methode findet man kritische Punkte von Optimierungsaufgaben mit
linearen Nebenbedingungen ?

4. Erlautern Sie die Methode von Lagrange. Wozu dient sie, und wie lauft sie ab ?

5. Wie interpretiert man kritische Punkte von Optimierungsaufgaben mit linearen Ne-
benbedingungen ?

7.4.1 Grundlagen

Der Datensatz

Fir die Bearbeitung von Aufgaben zur Portfolio-Optimierung stellen wir einen Datensatz
zur Verfiigung, der die Wochenrenditen von Aktien enthélt.

Der Datensatz ist im Speicherformat von R abgespeichert worden (mit der Fusétion
ve). Er kann daher nicht mit einem Texteditor gelesen werden, sondern er muss mit der
Funktionload nach R geladen werden. Zu diesem Zweck muss sich dastbdes.sav im
Arbeitsverzeichnis befinden:

> | oad("stocks. sav")

> attach(stocks)

> nanes( st ocks)

[1] "BA" "DIS" "CGE "GV "HPQ'" "IBM "INTC' "JPM
[9] "MBFT" "PG' " Xom

Die Daten stammen von http://finance.yahoo.com/. Es handelt sich um Aktien aus dem
Dow-Jones Index. Im einzelnen bedeuten die Symbole:

BA Boeing
DIS Disney
GE General Electric

GM General Motors
HPQ Hewlett Packard
IBM IBM

INTC Intel

JPM JP Morgan Chase
MSFT Microsoft

PG Procter and Gamble
XOM  Exxon Mobile

Die Daten umfassen den Zeitraum 1.1.1990 bis 31.12.2003. Das sind 729 Wochen. Die
Rohdaten in http:/finance.yahoo.com/ sind Schlusspreise der Aktien am Ende jeder Wo-
che. Sie werden dort bereits in bereinigter Form zur Verfigung gestellt (dh. Splittings sind
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beriicksichtigt). Die Daten igocks.sav enthalten die Renditen nach der Formel

Neuer Preis- Alter Preis

Rendite= a
Alter Preis

Erste Schritte

Den Verlauf der Zeitreihe der Rendite veranschaulicht man durch ein einfaches Liniendia-
gramm mit der Funktiomplot. Damit allerdings die Beschriftung des Diagramms sinnvoll
ist, wandeln wir die Datenliste vorher in eine Zeitreihe um:

> Ba=t s(BA, start=1990, del t at =1/ 52)

> Ba[ 1: 10]
[ 1] -0.030545455 0.015003751 -0.049519586 0.075427683
[5] 0.002169197 0.023088023 -0.045839210 0.081300813
[9] 0.044429255 0.029450262

> pl ot (Ba)

Wenn wir nur einen Ausschnitt sehen wollen, dann verwenden wir die Funktiwshow:
> pl ot (Wi ndow Ba, start=c(1995, 1), end=c(1995, 10)))

Uns interessiert der Mittelwert und die Varianz (\Volatilitdt) der Renditen. Auf diesen bei-
den Gr6Ren beruht die klassische Portfolio-Analyse. Natirlich schwanken diese Gréf3en im
Laufe der Zeit. Fir unsere Zwecke unterstellen wir aber der Einfachheit halber, dass wir die
langfristigen Durchschnittswerte die wesentliche Information enthalten:

> mrappl y(st ocks, 2, nean)

> cbind(m

m
BA  0.002551165
DS 0.002567259
GE  0.006254305
GM  0.002216734
HPQ 0.005344378
I BM 0.004088728
| NTC 0. 006759386
JPM 0.003203913
MBFT 0. 006366632
PG  0.003952897
XOM 0. 004259628

Ebenso verschaffen wir uns die Standardbweichungen:

> s=appl y(stocks, 2, sd)
> cbind(s)

S
BA  0.04449349
DIS 0.04226970
GE 0.03984319
GM  0.04310507
HPQ 0.06062377
| BM 0.04419340
I NTC 0. 05894746
JPM 0. 05352986
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MSFT 0. 04832826
PG 0.03702869
XOM 0. 02905900

Wir sehen daraus, dass die verschiedenen Aktien durchaus véllig unterschiedliche Eigen-
schaften haben. Das wird anschaulich sehr deutlich, wenn wir Standardabweichungen und
Mittelwerte in einem Diagramm auftragen.

> synbol s=di manes(stocks)[[2]]

> synbol s
[1] "BA" "DS" "CGE eV "HPQ' "IBM "INTC' "JPM
[9] "MSFT" "PG' " Xou

> plot(s, m

> text (s, msynbol s, pos=1, xpd=NA)

Offenbar hat XOM das geringste Risiko (kleinste Varianz), aber eine maRige Rendite. GE,
MSFT und INTC haben hohere Renditen, aber mit betrachtlich gréRerem Risiko.

Portfolios

Wenn man ein Kapital in vorgegebener Hohe auf mehrere Aktien aufteilt, dann spricht man
von einem Portfolio. Eine Grundaufgabe besteht darin, die Rendite eines Portfolios auszu-
rechnen, wenn man nur die Renditen der Bestandteile kennt, aber nicht deren Preise.

Es seien A, B und C drei Aktien, und ihre Preise zu den Zeitpunkter® und¢ = 1 seien
bekannt. Dann betragen die Renditen

Al—AO Bl_BO Cl_CO
Ry=——, Rp=——=—, Ro=—7—.
4 Ao b By ¢ Co
Wir bilden nun aus einem Kapital in der Hol€ ein Portfolio, indem wir den Betrag(y
in die Aktie A investieren, den Betralj, ind die Aktie B, und den Betrag s in die Aktie
C. Klarerweise giltk; + K, + K3 = K. Es ist zu beachten, dass die Kapitalanteile auch
negativ sei kdnnen. Solche Investitionen wirden Leerverkdufen entsprechen.

Das Portfolio nennen wir P. Sein Wert zum Zeitpunkt 0 betragt natirlichPy = K, denn

soviel Geld haben wir investiert. Nun rechnen wir den Wert des Portfolios zum Zeitpunkt
t = 1 aus. Zu diesem Zweck missen wir die von uns gekauften Stlickzahlen mit den Preisen
zum Zeitpunkt = 1 multiplizieren:

K, Ky K3
Pr=—A1+—/B;+—=0.
1 A, 1+ Bo 1+ Co 1
Die Rendite unseres Portfolios betragt daher
Ph-F P Py
Rp = ——=——-1=— -1
F Py Py K

KiA  KyBy K3(

KA KB KO

KiAi—Ay KoBi—By Ks3Ci—-0Cy
K A K By K Co

= wiRs+waRp +wsRc

Mit w1y, we,ws bezeichnen wir di&Vertanteile (undnicht die Stlickzahlen) der einzelnen
Komponenten. Wir fassen zusammen:
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Die Rendite eines Aktienportfolios berechnet man als gewichtetes Mittel der Renditen
der Komponenten, wobei die Gewichte die eingesetzten Wertanteile sind.

Nun kdnnen wir darangehen, Mittelwerte und Varianzen der Renditen von Portfolios zu
berechnen. Die dazu nétigen Grundlagen kennen wir aus der LV ber Statistik.

(7.31) &Tz:
Es seienRy, Ro, ..., R Datenlisten (Aktienrenditen) mit dem Mittelwertsvektor =
(my,ma, ..., my)t und der Kovarianzmatri€ = (S)izs
Es seiP = wiRy + waRs + - -+ + wi Ry €ine Linearkombination (Portfolio) mit den
Gewichtsvektow = (w1, ws, . .., wy)t. Dann gilt
k
mp = Zwimi =miw
=1
k
8%3 = Z SijWW; = \NtCW

ij=1

Wir bendtigen also den Mittelwertvektor und die Kovarianzmatrix aller Aktien, die wir in
ein Portfolio nehmen wollen. Es ist

> meappl y(st ocks, 2, mean)
> C=cov( st ocks)

Wenn wir us flr ein Portfolio entscheiden, z.B. fur

> weruni f(11)
> w=w sum(w)
> w
[1] 0.197844018 0.240518182 0.062134683 0.001792784 0.031165500
[6] 0.015990053 0.051565628 0. 025152590 0. 075548602 0. 057339765
[11] 0.240948195

Dann berechnen wir Mittelwert und Standardabweichung der Renditen des Portfolios durch

> sum( ntw)
[1] 0.003909864
> sqrt(rbind(w) 9% %Y %ebi nd(w))

W
w 0. 0255127

Naturlich ist es unbefriedigend, unsere Portfolios zufallig zusammenzustellen. Wir wollen
vielmehr einen systematischen Gesichtspunkt fur die Konstruktion eines Portfolios verwen-
den. Das werden wir im nachsten Abschnitt machen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts berechnen wir noch eine grosse Zahl von zufélligen Port-
folios, um zu sehen, welche Mittelwerte und Standardabweichungen mit Portfolios Uber-
haupt erzielbar sind.

Die Funktionrportfolio aus der LibranfinAlg.r erzeugt zufallige Portfolios und berechnet
ihre Mittelwerte und Varianzen. Anschliessend zeichnen wir die Mittelwerte und Standard-
abweichungen in ein Diagramm ein:

> p=rportfolio(10000, m C
> plot(s, mxlimec(0.02,0.065), pch=19)
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> points(sqrt(p$s), p$m pch=".")
> text (s, msynbol s, pos=1, xpd=NA, f ont =2)

Wie sehen, dass es Portfolios gibt, die wesentlich geringere Varianzen aufweisen als Ein-
zelaktien mit der gleichen mittleren Rendite. Das ist die FolgeDiteer sifikation.

7.4.2 Optimale Portfolios

Das Ziel eines Investors besteht darin, mit moglichst geringem Risiko eine méglichst hohe
Rendite zu erzielen. Daher gibt es einen Zielkonflikt (trade-off) zwischen Minimierung des
Risikos und Maximierung der Rendite.

Vor bemerkung

Bei der folgenden Portfolio-Optimierung wird immer wieder die quadratische Funktion
f(w) = w!Cw auftreten. Es ist dabei von wesentlicher Bedeutung zu klaren, ob diese Funk-
tion konvex ist.

Im vorliegenden Fall ist die Frage deshalb sehr einfach zu beantworten, weil die Katrix
eine Kovarianzmatrix ist.

(7.32) Stz
Ist C eine Kovarianzmatrix, dann ist die quadratische Funkfiom) = w'Cw konvex.

BEGRUNDUNG. Die Funktionf(w) gibt immer die Varianz einer Linearkombination von
Datenlisten an. Da eine Varianz stets nichtnegativ ist, hat die Funkfishnur nichtnega-

tive Werte. Daher kann sie nur konvex sein, weil in jedem anderen Fall (durch die Existenz
negativer Eigenwerte) sicher auch negative Funktionswerte auftreten wirden. O

Minimierung der Varianz

Die einfachste Aufgabe besteht darin, das Portfolio mit der kleinsten Varianz zu ermitteln:

Minimiere w!Cw unter der Bedingung €'w = 1.

Es handelt sich also um ein quadratisches Optimierungsproblem mit einer linearen Neben-
bedingung. Da die zugrundeliegende quadratische Funktion konvex ist, erhalt man Minima
durch Berechnung der kritischen Punkte.

Wir stellen die Lagrangefunktion auf:
L(w, \) = WCw + \(e'w— 1)
Wir bilden partielle Ableitungen naaclv und A:

Vol = 2CwW+ Xe
VoL =e-w—1

Um kritische Punkte zu finden, missen wir also das Gleichungssystem

2Cw+ X e=0
ew =1
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mit denk +1 Unbekanntem, wo, . . ., wi, A l6sen. Man nennt dieses Gleichungsystem das
System deNormalgleichungen. Jede Losung dieses Gleichungssystems ist ein kritischer
Punkt. Das Gleichungssystem hat die Gleichungsmatrix

2511 2812 N 281k 110
2812 2822 oo 281k 110
281k 282k oo 23kk 110

1 1 ... 1 0|1

Da f konvex ist, kbnnen wird den gewonnenen kritischen Punkt sofort als Minimum inter-
pretieren.

(7.33) BEISPIEL

Wir illustrieren Die Portfolio-Optimierung am Beispiel von Portfolios, die aus drei Aktien
DIS, IBM und PG bestehen.

Zunéchst berechnen wir die Mittelwerte

> xx=cbi nd(D'S, | BM PG
> nrappl y(xx, 2, mean)
> cbind(m
m
DI'S 0. 002567259
| BM 0. 004088728
PG 0. 003952897

und die Kovarianzmatrix

> C=cov( xx)
> C

D S | BM PG
DI'S 0.0017867272 0.0005412995 0.0004004644
| BM 0. 0005412995 0. 0019530568 0.0001657983
PG 0.0004004644 0.0001657983 0.0013711238

Anschlie3end bauen wir die Gleichungsmatrix der Normalgleichungen auf:

e=c(1,1,1)

G=cbi nd(2*C, e, rep(0, 3))
Gerbind(Gc(e,0,1))

G

V V V V

D S | BM PG e

DI S 0.0035734544 0. 0010825991 0. 0008009287 1
| BM 0. 0010825991 0. 0039061135 0. 0003315965 1
PG 0.0008009287 0.0003315965 0. 0027422476 1
1. 0000000000 1.0000000000 1.0000000000 O

= O OO

Das Eliminationsverfahren

> r=rref (G $echelon.form
> r
DS IBM PG e
DS 1 0 0 0 0.24464490
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IBM 0 1 00 0.29272166
PG 0 0 10 0.46263343
0 0 01 -0.00156166
liefert uns die Losung
> w=r[1: 3, 5]
> w
D S | BM PG

0. 2446449 0. 2927217 0. 4626334

Das sind die Gewichte des Portfolios mit der geringsten Varianz. Mittelwert und Varianz
dieses Portfolios betragen

> sum( ntw)
[1] 0.003653668
> rbi nd(w) % %% %€ bi nd(w)

w
w 0. 000780832

Minimierung der Varianz bei vorgegebener Rendite

Unsere nachste Aufgabe besteht darin, ein Portfolio mit der kleinsten Varianz zu ermitteln,
das dartber hinaus eine vorgegebene Renditesitzt:

Minimierew!Cw unter den Bedingungen €w = 1 und m‘w = 4.

Es handelt sich um ein quadratisches Optimierungsproblem mit zwei linearen Nebenbe-
dingungen. Da die zugrundeliegende quadratische Funktion wieder konvex ist, erhélt man
Minima durch Berechnung der kritischen Punkte.

Wir stellen die Lagrangefunktion auf:
L(W, A1, X2) = WCW + A (€W — 1) + A (miw — p)
Wir bilden partielle Ableitungen nach, \; und\s:
VwLl =2CW+ Aje+ Aam
VynL=e-w-1
V)\QL =m-W-—pu
Um kritische Punkte zu finden, missen wir also das Gleichungssystem
2Cw+ Aie+om=20

elw =1
m‘w =5
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mit denk + 2 Unbekanntenuy, wo, . .., wi, A1, A2 10sen. Jede Losung dieses Gleichungs-
systems ist ein kritischer Punkt. Das Gleichungssystem hat die Gleichungsmatrix

2811 2812 S 281k 1 mq 0
2812 2822 PN 231k 1 mo 0
251 2s9p ... 25k 1 mp | O

1 1 .. 1 0 0|1
mq mo ... mg 0 0 |pu

Da f konvex ist, kdnnen wird den gewonnenen kritischen Punkt sofort als Minimum inter-
pretieren.

(7.34) BEISPIEL

Wir wollen nun ein Portfolio bestimmen, bei dem die durchschnittliche Repdite).0035
betragt, und das unter dieser Nebenbedingung minimale Varianz besitzt.

Die Gleichungsmatrix der Normalgleichungen lautet

> G=cbind(2*C, e, mrep(0, 3))
> G=rbind(Gc(e,0,0,1),c(m0,0,0.0035))
> G
DS | BM PG
DI S 0.0035734544 0.0010825991 0. 0008009287
| BM 0. 0010825991 0. 0039061135 0. 0003315965
PG 0.0008009287 0.0003315965 0.0027422476
1. 0000000000 1.0000000000 1.0000000000
0. 0025672588 0. 0040887284 0.0039528970

m
0. 002567259 0. 0000
0. 004088728 0. 0000
0. 003952897 0. 0000
0. 000000000 1.0000
0. 000000000 0. 0035

(el el N N

und das Eliminationsverfahren liefert wieder die Losung:

> r=rref (G $echelon.form

> r
DSIBMPGe m
DS 1 0O 000 0.35031684
IBM O 1 000 0.23938068
PG 0 O 100 0.41030248
0 0O 010 -0.00249644
0 0 001 0.25584601
> w=r[1: 3, 6]
> w
D S | BM PG

0. 3503168 0. 2393807 0.4103025

Dieses Portfoilo hat Mittelwert und Varianz

> sum( ntw)
[1] 0.0035
> rbi nd(w) % %% Y%ebi nd(w)

w
w 0. 0008004897
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Maximierung der Rendite

Die auf den ersten Blick attraktivste Optimierungsaufgabe ist natirlich die Maximierung
der Rendite. Aber wie uns schon der Blick auf unsere Diagramme gelehrt hat, ist eine Ren-
ditesteigerung in der Regel mit einer Risikoerhéhung verbunden.

Ein einfaches Nutzenmodell unterstellt, dass der Nutzen eines Portfolios mit dem Mittelwert
w und der Varianzr? fur einen Investor durch den Ausdruck

U=p~—ryo?

beschrieben werden kann, wobei> 0 die sogenanntRisikoaversion des Investors aus-
druckt. Der Nutzen hat also die Form

U(w) = m'w — yw'Cw.

Das ist eine konkave quadratische Funktion. Daher ist es moéglich, Portfolios zu berechnen,
die den so definierten Nutzen maximieren.

Die Aufgabe besteht also darin, folgendes Maximumproblem zu lésen:

M aximiere mtw — yw!Cw unter der Bedingung €'w = 1.

Dabei isty > 0 eine Konstante, deren Wert gegeben ist. Es handelt sich also um ein quadra-
tisches Optimierungsproblem mit einer linearen Nebenbedingung. Da die zugrundeliegen-
de quadratische Funktion konkav ist, erhalt man Maxima durch Berechnung der kritischen
Punkte.

Wir stellen die Lagrangefunktion auf:
L(w, \) = m'w — yw'Cw + \(€'w — 1)
Wir bilden partielle Ableitungen naaclv und A:

VLl = =297Cw+ m+ e
VoL =e-w—1

Um kritische Punkte zu finden, missen wir also das Gleichungssystem

—27Cw+ Ae= —m

ew =1
mit denk+1 Unbekanntemy, wo, . . ., wg, A l6sen. Jede Losung dieses Gleichungssystems
ist ein kritischer Punkt. Das Gleichungssystem hat die Gleichungsmatrix
—2vs11 —27vS12 ... —2vs1x 1| —my
—2’}/812 —2’7822 e —2’)’81k 1 —mso
—2vSs1)  —27vSok ... —27Spr 1| —myg
1 1 . 1 0 1

Da f konkav ist, kbnnen wird den gewonnenen kritischen Punkt sofort als Maximum inter-
pretieren.

(7.35) BEISPIEL:
Wir maximieren den Nutzen fir einen Investor mit der Risikoaversien 2.

Die Gleichungsmatrix der Normalgleichungen lautet
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gamma=2

G=cbi nd(-2*gamua*C, e, - m
Gerbind(Gc(e,0,1))

G

V V.V V

D S | BM PG

DS -0.007146909 -0.002165198 -0.001601857
| BM - 0. 002165198 -0.007812227 -0. 000663193
PG -0.001601857 -0.000663193 -0.005484495
1. 000000000 1.000000000 1.000000000

- 0. 002567259
- 0. 004088728
- 0. 003952897

1. 000000000

OFR R RO

und das Eliminationsverfahren ergibt

> r=rref (G $echel on. form

> r
DIS I BM PG e

DS 1 0 0 0 0.03813019
IBM O 1 0 0 0.39696597
PG 0O 0 10 0.56490384

0O O 01 -0.00053034
> w=r[1: 3, 5]
> W

DS | BM PG

0. 03813019 0. 39696597 0. 56490384

Die Kenngrof3en der Lésung betragen

> sum( nfw)
[1] 0.003953983
> rbi nd(w) % %% % bi nd(w)

w
w 0. 0008559106

7.4.3 Aufgaben

1. Begrunden Sie, warum Kovarianzmatrizen immer zu konvexen quadratischen Funk-
tionen fuhren.

2. Wie lauten die Optimierungsprobleme in Zusammenhang mit der Portfolio-
Optimierung ?
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