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Lernziele

® Was sind Systeme von Differenzengleichungen
® Aquivalenz zu Systemen 1.0rdnung

® Losung von Systemen von Differenzengleichungen
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Beispiele
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1: Mehr-Sektoren-Modell

® Jeder Sektor gehorcht seiner eigenen Dynamik.

#® Die Sektoren interagieren. Sie beeinflussen sich gegenseitig.

Bsp: Ein dynamisches Input-Output-Modell (siehe unten)
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2: Einfache, dynamische Volkswirtschaft

Einfache Volkswirtschaft mit Konsum und Investitionen:
Konsumfunktion (Permanente Einkommenshypothese)
Ci=ag+aYi+a3C_1
Investitionsfunktion (Akzeleratorprinzip)
Iy =B1+B2 Y + B3 Kiq
Adaptive Erwartung fur den/das zukinftigen Output/Einkommen

Y=Y =v(Yio1—Y{ )
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2: (Fs)

Definition des Kapitalstocks
Ki=Ki 1+ —6Ki 1

Identitat
Yi =C+ It

Das ergibt ein dynamisches Systemin: C, T, K.
Y; wird Uber die Identitat eliminiert.
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3: Allgemeines Gleichgewichtsmodell

Allgemeines Gleichgewichtsmodell mit N Giitern und
Preisanpassung

Angebot fur Gut i, g; ,;, und Nachfrage 4,
p N
Gr=pip, Gy =y Bijpj
=1
Preisanpassung

Pii— Pii—1 =i (70 — 51

System in p;. Fiir g%, und g5, wird substituiert.
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4: Werbung und Absatz, mehrere Anbieter

sit ... Absatz, sales des Anbietersi,i=1,...,N

aiy ... Werbeausgaben des Anbieters i

a; ... Werbeausgaben gesamt

m ... Marktpotenzial (fix) 6=205(aj;) ... Vergessensrate

ajt
Sit —Sit—1 = & LTt (m — Si,t—l) —068it1

ZS,«J =m
1

#® Die Veranderung der Verkdufe des Anbieters i hangt nun vom
Anteil an den gesamten Werbeausgaben und dem Vergessen
seiner Kunden ab.

#® Die Wirksamkeit der Werbung ist proportional zum noch nicht
ausgeschopften Marktpotenzial, (m —s;;_1).
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Transformation von LDGen
hoherer Ordnung zu einem

System 1.0rdnung
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Losungsansatz fiir ein System

® Esist moglich jede Differenzengleichung hoherer Ordnung als
System von Differenzengleichungen erster Ordnung
darzustellen.

® Ebenso kann jedes System hoherer Ordnung in ein System
erster Ordnung umgewandelt werden.

® Der Trick besteht darin, fur jede héhere Verzégerung eine
neue Variable einzufiihren. Die Dimension des Systems wird
durch die zusatzlichen Variablen zwar grof3er, die Methode
zur Lésung des Systems bleibt aber die selbe.

® Wir benétigen daher nur Losungstechniken fir Systeme
erster Ordnung.
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Transformation einer LDG 2.0rdnung

LDG 2.0rdnung
Yipo t @1 Y1 +a2yr =c¢

Wir fuhren eine kiinstliche Variable x; ein
Xt = Y1 (= X141 = Yiy2)
und setzen ein

Xep1 t a1 xe+ax y;

Il
o

Yet1 — Xt

Wir erhalten ein 2-dimensionales System 1.0rdnung in den
Variablen x; und y;.
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Transformation in Matrixschreibweise

In Matrixschreibweise

1 0 Xp41 . a1 a Xt B c
01 Y1 -1 0 Yt 0
oder
Axi11+Bxi=c¢
Notation:

Matrizen werden mit GroR3buchstaben bezeichnet.
Vektoren fett geschrieben, im Gegensatz zu den einzelnen
Variablen.
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Bsp: Transformation einer LDG 3.0rdnung

LDG 3.0rdnung

Zp43+42zi42 =321 +22 =7

Wir fiihren kiinstliche Variable y; und x; ein

Yt = Zp41 (= Yir1 = 2zi42)
Xt = Y1 (= Xt41 = Yir2 = Z143)
und setzen ein

Xt4+1 +4 x: -3 yi+22z;=7
Yi+1 - X =0
Zp41 — Y =0
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Bsp: (Fs)

In Matrixschreibweise

1 00 Xt41 4 -3 2 Xt 7
010 Y1 + -1 00 Yt =
0 01 Zi41 0 -1 0 Zt

oder

Ixi11+Bxi=c¢

Das ist ein 3-dimensionales System 1.0rdnung in den Variablen x;,
yr und z;.
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Losung von Systemen von
Differenzengleichungen
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Beispiel

Beispiel:
Xty1 +6x:+9 =4

Yi+1— Xt =0
Wie finden wir Pfade, die beide Gleichungen erfillen?

Gesucht sind die partikulidre und komplementire Losung.

Die Angabe entspricht der LDG 2.0rdnung

Yer2z +6Yr1+9yr =4
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Partikulédre Losung: v,

Die partikulare Losung beschreibt das intertemporale
Gleichgewicht, x, .

Wir versuchen eine konstante Lésung:

Xt 1=X=X%X, Y1 =Yt=Y

7X+9 =4

=1
o zg=l
~%+ 7 =0 I

Andernfalls setzen wir
xe=kit,yr =kt
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Komplementire Losung: y.

Ansatz:

xr = mbt, yt:nbt
m, n sind Konstante. Hier gilt zwangslaufig b = by = b,,.
Einsetzen in das homogene System (vgl. die char. Gleichungen)

(b+6)m+9n=0

—m+bn=0
In Matrixform
b+6 9 m _ 0
-1 b n 0

(m = n = 0 istimmer eine Losung.)
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Ye: (Fs)

Fall 1: Die Koeffizientenmatrix ist nicht singular.

Die einzige L6sung des homogenen Gleichungssystems ist Null:
Xc = Yy = 0. Dh: x, und y. weichen nie von x und i ab.

Eine uninteressante Losung.

Fall 2: Die Koeffizientenmatrix ist singular.

b+6 9
-1

=0=0b>+6b+9

Das ist die charakteristische Gleichung zur LDG 2.0rdnung. Die
Determinante des obigen homogenen Systems heif3t
charakteristische Gleichung des Systems.

Die Wurzeln sind hier (doppelte reelle Nullstellen)
by=0by=-3=0b
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michae

Yer (Fs)

Fir das homogene System kénnen wir nun die Lésungen fur m und

n angeben. Da die Koeffizientenmatrix singular ist, gibt es
unendliche viele Lésungen. (Vgl Eigenvektoren).

ZB aus der 2.Gleichung folgt (wir benétigen nur eine Gleichung)
mi="bin; i=1,2
Im konkreten Fall folgt n1 = np und mq = my, da by = b,.
m=—-3n

n setzen wir Az und m ergibt sich als m = —3 As.
Der erste Term im Ansatz hat nun jeweils die Form

fur x: =3 A;3 (—3)t fur y: Az (—3)t
wobei doppelte Nullstellen vorliegen.
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michael

yc und allgemeine Losung: y = yc + yp

Die komplementéare Funktion fiir mehrfache Wurzeln ist

xp=x. = —3A3(—3)'—3A4t(-3)
yi=yc = A3(=3)'+Agt(-3)

Die partikulare Lésung ist  x, =y, = 1/4.

Wir kombinieren beide, die komplementére und die partikulare

Losung zur allgemeinen Losung in Abhg von den Anfangswerten

Xy = xc—i-xp

Yo = Yet+yp
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In Matrixnotation

In Matrixschreibweise

10 Xi1 n 6 9 Xt 4
01 Vi1 -1 0 Yt 0

JTu+Kv=d

(1) Partikulare Losung: Wir setzen

x
u=v-= _
y
Lésung, falls (I + K)~! existiert
-1
X 7 9 4 1/4
=(I+K)'d= (Y
Y -1 1 0 1/4
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In Matrixnotation (Fs)
(2) Komplementéare Losung: Wir setzen
v=| "™ b, u= " b1,
n n

und l6sen damit

ITu+Kv=0
Das gibt
m t
(bI1+K) =0
n
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In Matrixnotation (Fs)

SchlieRen wir triviale Lésungen aus, muss gelten
[bI+K| =0

Die Determinante liefert die charakteristische Gleichung. Deren
Lésungen, b;, sind die charakteristischen Wurzeln.
Sie sind die Eigenwerte von —K.

I(—K) —bI| =0
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Losung fiir m;, k;, n;

Wenn die Wurzeln verschieden sind, ist die komplementére Lésung
Xc _ > m; bf _ Zkl A; blt
Ye > n; b Y Aib]
k; und A; ergeben sich unter Zuhilfenahme der linearen
Abhangigkeit der Zeilen der Matrix [b; I + K].

Wenn mehrfache Wurzeln auftreten, dann verwendet man
Asz bt, Ay tbt, As 2 bt, etc
Fur (konjugiert) komplexe Wurzeln, zB

ye=Ajr'(cos it +isint)+... = ocj(.l) rt [2cos(9jt+oc]('2))] +...
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Allgemeine Losung

Yt Ye Yp

Bemerkungen:

® Fur Systeme hoéherer Ordnung kann das Auffinden der
Lésung mihsam werden.

#® Alle Variablen besitzen (fiir K # I) das selbe
Konvergenzverhalten, und daher die selben b's.
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Beispiele
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1: Dynamisches Input-Output Modell

Xx; ... Outputin USD der i-ten Industrie, i = 1,2

ajj ... Wertdes i-ten Gutes, das in die Produktion des
j-ten Gutes vom Wert eines USD eingeht

d; ... Endnachfrage (Bestellungen)

ZB Industrie 1
X1 =411 X1 +4app X2 + d]

Nun fihren wir eine Produktionsverzégerung von einer Periode ein;

X141 = a11X1+apXxo+diy

a1 X1, +ax xp +doy

X2,t+1
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1: In Matrixform, y,

In Matrixform
Xt+1 = Axp +di bzw Ixpp — Axe = dg

Wir halten d fest:  d; =d = (dq,d»)".
(Bzw wir |6sen das System fir jedes d; neu.)

Partikuldre Losung: v,
Ansatz:  x;; =X%;

X d X d
p-a | =) - (=AY
X, dy X dy

sofern [I — A]~! existiert.
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1: yc
Komplementire Losung: v,
Ansatz: xip = Bibt
Homogenes System: X1 —Axr =0

Charakteristische Gleichung: [bI—A|=0 — by

Falls by 75 by:
X1,c = Aq bi + Ay Z’Jt,
X2, = A3 bi + A4 bé

Die Zusammenhange von A und Az bzw A, und A, ergeben sich
aus der linearen Abhéngigkeit der Zeilen in

(bl — A) (xlrc, xZ,C)I =0
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2: Rechenbeispiel

Gegeben ist das 2-dimensionale System
Xt4+1 + xt+2 yt:24

Yir1+2x:—2y= 9
mit den Anfangswerten xo = 10, yo = 9.

Partikuldre Losung: x;=X=7,y; =y =05
X+ T+27=24 2 2| (x 24
= =
T+2T-27= 9 2 -1 v 9
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2: (Fs)

Komplementire Losung;:

(1) Ansatz: x; = mbt, y; = nbt

1 0 Xt41 " 1 2 Xt
01 Y1 2 =2 Yt 0

[1b+ K] (m,n)" = (0,0)
(2) Charakteristische Gleichung. Nichttriviale Losungen von
Ib+K|=0=b*>—-b—6 bip=3,-2

Es ergeben sich verschiedene reelle Lésungen: by # bs.
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2: (Fs)

Die Lésung hat nun die Form

xe = mybl+mybh

Ye = nlbﬁ—&-nzbé

Bem: Im Fall b; = b, = b wirde das System lauten

Xe = mb+mytdt

ye = mb +nytht
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2: (Fs)
(3) Es gibt unendlich viele Lésungen fir m und n.
Aus der 1.Gleichung von [Ib+ K] (m,n)" = (0,0)’ folgt
bm+m+2n=0 — m=[-2/(1+Db)|n

Furi=1, b3 =3: Wir setzen ny = Ay — my = (—2/4) Ay,

furi=2, by = -2 Wirsetzenny, = Ay — my = (2) As.
Losung: y = y. + yp

xp=(=1/2) A1 3" +2 Ay (-2) +7

yr=A13 4+ Ay (-2) +5

michael.hauser@wu-wien.ac.at — (2003) Dynamische Systeme und Zeitreihenanalyse // Systeme von Differenzengleichungen — 6 — p.33/22

2: (Fs)

(4) Mit Anfangswerten xy = 10, yp = 9 bei t = 0:

xo \ [ 10) [ —FA+2A4A+7
Yo 9 A1+ Ar+5
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