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Losung eines homogenen Gleichungssystems

Wir betrachten ein homogenes Gleichungssystem der Form
Ax=0

Es hat immer mindestens eine Lésung, namlich den Nullvektor,

0=1(0,...,0)".

Ist A eine n x n Matrix und det(A) = 0, so gibt es auch andere,
nichttriviale Lésungen.

Ist y eine Losung, so ist zB auch jedes Vielfache davon, Ay, mit
A € R eine:

Ay =0 — AAy = A0 — A(Ay) = 0.
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Das Eigenwertproblem

Sei A, «x,. Gesucht sind alle Werte fir A (A € R bzw € C) mit
Ax = Ax
und x # 0. A heif3t dann Eigenwert von A.

Das Problem ist identisch mit

(A—ADx=0
x # 0 bzw mit
det(A—AI) =0
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Das Eigenwertproblem (Fs)
Haben wir eine Losung gefunden, zB A1, so ist eine nichttriviale
Loésung fur x (x # 0) von
Ax = A1x

bzw
(A—MDx=0

ein Eigenvektor zum Eigenwert A;.

Es gibt unendlich viele Eigenvektoren, die sich nur um einen Skalar
unterscheiden.
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Beispiel

Gegeben ist eine Matrix A:

41 12
12 34

A=

Berechnen sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

Ansatz:
det(A—AI) =0
41 12 10
det —A =0
12 34 01
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Bsp: Eigenwerte

det R =1394 — 750+ A2 —144 =0

A2 —75A+1250 =0 fur Ay =50,A; =25

Es gibt 2 (reelle) Eigenwerte:
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Bsp: Eigenvektor zu A4

Fir A; = 50 ist das folgende homogene Gleichungssystem zu
I6sen:

(A—MDx=0
41 12 10 X 0
—50 =
12 34 01 Y 0
-9 12 0 -9 12y =
T = bzw ror Y
12 -16 Y 0 12x — 1oy =

Die Zeilen der Koeffizientenmatrix dieses Gleichungssystems sind
linear abhangig, daher mufl? man nur eine der Gleichungen losen.
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Bsp: Eigenvektor zu A; (Fs)

ZB ist x = 4, so ist y = 3. Ein Eigenvektor zum Eigenwert A; = 50
ist dann

4
X1 =
3
Der normierte Eigenvektor ist
N 1 4) [ 08
V42432 \ 3 0.6

Er hat die Lange 1.

R gibt immer normierte Eigenvektoren aus.
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Bsp: Eigenvektor zu A;

Fir A, = 25 ist das folgende homogene Gleichungssystem zu
I6sen:

(A—AD)x=0
lex + 12y =
12x + 9y =
ZBist y = 4, so ist x = —3. Ein Eigenvektor zum Eigenwert
Ay = 25 ist dann
-3
Xy =
4
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Bsp: Eigenvektor zu A, (Fs)

Der normierte Eigenvektor ist

1 -3 —0.6
xé\l = =

(=3)2+42 4 0.8

Die Eigenvektoren sind orthogonal zueinander. (Die Matrix A ist
symmetrisch.)
()%’ =0
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Eigenschaften von Eigenwerten

® Eigenwerte sind nur flr quadratische Matrizen definiert.

® Eine n x n Matrix besitzt h6chstens n verschiedene
Eigenwerte.

® Ist eine Matrix symmetrisch, sind ihre Eigenwerte reell.

#® Die Hauptdiagonalelemente einer (oberen oder unteren)
Dreiecksmatrix sind zugleich ihre Eigenwerte.

IA=AL| = (a11 = A) .. (amn — A)
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Eigenschaften von Eigenwerten

Die Spur (trace) einer (n x n) Matrix ist definiert als die Summe
ihrer Hauptdiagonalelemente.

sp(A) =5 ayi

M=

Im Englischen: sp(A) = tr(A).

Den Zusammenhang zwischen Spur und Eigenwerte beschreibt
die folgende Beziehung:

Die Summe der Eigenwerte ist die Spur von A.
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Eigenschaften von Eigenwerten

Eine Matrix A heil3t positiv definit, wenn alle

gilt.

Eine Matrix A heil3t negativ definit, wenn alle

gilt.

Eine Matrix heif3t semipositiv bzw seminegativ definit, wenn

A>0 bzw A <0

gilt.
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Eigenschaften von Eigenwerten

® Istdet(A) =0, soist ein Eigenwert von A Null, A = 0.
Umgekehrt: Aus A = 0 folgt det(A) = 0.

det(A) = det(A') =TT A;

® |Ist A Eigenwert von A und det(A) # 0, soist (1/A) Eigenwert
von A~
A und A1 besitzen dieselben Eigenvektoren.
(Ax=Ax— (1/A)x=A"1x)

#® Sind k Eigenwerte einer Matrix verschieden, so sind die
zugehdorigen Eigenvektoren linear unabhéangig.
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Diagonalisierung von A

Sei A eine reelle symmetrische n x n Matrix, so existiert eine reelle
Matrix T mit orthogonalen und normierten Spalten,

T'T=1

und
A=TAT bzw T AT=A

A bezeichnet die Matrix der (reellen) Eigenwerte
A =diag(M, ..., An)

und T ist die Matrix der normierten Eigenvektoren zu den
Eigenwerten A;
T= [X1 e Xn]
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Diagonalisierung von A (Motivation)

Denn
AT =[Ax1...Axy] = [MX1.. . AuXn) = [X1.. . XsJA=TA

Zwei Vektoren x, y der Lange 1 sind orthonormal, wenn x"y = 0
ist.
Matrix T hat die Eigenschaft

T'T=1 dh T 1=T

da A symmetrisch ist.
AT=TA|-T7'. AlsoA=TAT '=TAT.
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Diagonalisierung von A: Eine Anwednung

Diese Eigenschaft wird in der Faktorenanalyse statistisch
interpretiert.

Ist A eine Kovarianzmatrix, so ist sie symmetrisch und positiv
(semi)definit. Angenommen es liegt eine grof3e Anzahl von
Variablen vor, die - so hofft man - durch einen niedrig
dimensionalen Raum beschreiben werden kdnnen.

Die Spalten in T A/2 haben die Kovarianzstruktur A.
A= (TAI/Z)(TAI/Z)/

Existieren orthogonale Komponenten, die kleine Eigenwerte
aufweisen, werden sie als Stdrungen interpretiert.
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Geometrische Reihe in Matrizen

Sei der Betrag aller Eigenwerte von A kleiner 1, |A;| < 1, so ist
[+A+A?+ A+ .. =(1-A)"!
Herleitung:
S bezeichnet die endliche Summe der geometrischen Reihe
Si=I1+A+ A2+ . + Ak
Multiplizieren mit A, «x; von links gibt

ASp=A+ A2 4 A3 ..+ A1
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Geometrische Reihe in Matrizen (Fs)

Die Differenz der letzten beiden Zeilen ist
(I—A) S, =1— AF1

Da 1 kein Eigenwert von A It Annahme sein darf, ist |[I — A| # 0
(JA—1| # 0« |I— A| # 0) und es existiert die Inverse (I — A)~ 1.

Sp=(I—A)"1(I— AT

Es kann gezeigt werden, dass lim;_, ., AKt1 = 0.

(Motivation: A¥ besitze die Eigenwerte A¥.
n
det(A*) = [[TAlF — 0 fur k— o0)
i=1

michael hauser@wu-wien.ac.at — (2003) Dynamische Systeme und Zeitreihenanalyse // Eigenwerte und Eigenvektoren — 5 — p.19/22

Geometrische Reihe in Matrizen (Fs)

Also
Al=(I1-A)"

M3
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