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Lernziele
® Losen von LDGen 2.0rdnung

® Bestimmen der Art der Konvergenz der Lésung

#® Verallgemeinerung auf LDGen n-ter Ordnung

michael hauser@wu-wien.ac.at — (2003) Dynamische Systeme und Zeitreihenanalyse // Differenzengleichungen hoherer Ordnung — 4 — p.1/46

Differenzengleichung n-ter Ordnung

Eine lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten
n-ter Ordnung in den reellen Zahlen lautet
Yeen+ a1 Ytn—1+ ...+ ana Y1 +anyr =c

ai,...,ax und ¢ € R, mit den fix gewéahlten Anfangswerten

yo’ y—l/ sy y—n+1 E R

Loésung einer LDG:

Jede Funktion y; in t, y; = f(t), die diese Differenzengleichung
zusammen mit den Anfangswertbedingungen erfiillt, ist eine
Ldsung.
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Differenzen hoherer Ordnung

Die Differenz n-ter Ordnung ist definiert als

Alyr = AN yy)

Fiurn =1: Ay =y — vy
Firn =2:

A%y =AM y) = Ay — yio1) = Y — 21 + Vi
Entweder tber: A(y: — yi-1) = (¥t — yi-1) — (Y4—1 — Y—2)
Oder: Ayt —yi-1) = Ayt — Ayr1 = (Yt — Y1) — (Ys-1 — Yr-2)

Allgemein gilt die Additivitdt des Differenzenoperators

A(Xt + yt) = Axt + Ayt
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Differenzengleichung 2-ter
Ordnung
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Differenzengleichung 2-ter Ordnung

Yipo t @1 Y1 + a2yt = ¢
aj,ap und ¢ € R, mit 2 fix gewéhlten Anfangswerten
Yo, y-1 €R

Wir haben
® 2 konstante Koeffizienten,
® eine Konstante und

® 2 Anfangsbedingungen.
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Partikuldre Losung: Yp

Fur den langfristigen Pfad versuchen wir den Ansatz:
o yt:yp:k fur 14a;+ap; #0:

c

k+ark+ark=c k=—"
et a2 - T+a+a

® y=y,=kt fur 1+4a;+ay=0unda; # —2:

c

k(t+2)+ak(t+1)+arkt=c — k= T

X yt:yp:kfz fur 14a1+a,=0unda; = —2:

k(t+22+mk(t+1)2+mkt=c — k:%

Dies erllt nur eine LDG: yi12 — 211 + Y = C.
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Komplementire Losung: y.

Wir I6sen nun die reduzierte bzw homogene LDG

Yerz + a1y +a2yr =0

mit dem Ansatz
ye=Ab

und erhalten fiir die charakteristische Gleichung
Abt+2+alAbt+1 —|—112Abt =0 | c Abt

V+ab+a=0

zwei charakteristische Wurzeln bzw. Losungen.
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Komplementire Losung: y. (Fs)

Die Wurzeln sind

—ay £ /a7 —4ap

2

bip =

Je nach Art der Nullstellen unterscheiden wir 3 Fille:
(1) 2 verschiedene reelle Nullstellen: a{- —4a, >0
(2) doppelte (reelle) Nullstellen: a2 —4ay; =0

(3) 2 (konjugiert) komplexe Nullstellen: a% —4a, <0
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Zweil verschiedene reelle Wurzeln
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Ye:

Fur a% > 4a, gibt es 2 reelle Losungen fir b: by # by.

Ansatz:
ye = A bt + Ay bh

Die beiden Komponenten b und b5 sind linear unabhéngig.
Die Losung fir die LDG ist

Yr=Yc+Yp

A7 und A, hangen von den Anfangswerten ab.
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Bsp: 2 verschiedene reelle Wurzeln

Yer2o Y1 — 2y =12, yo=4,y1 =5

yc: Charakteristische Gleichung
P+b—2=0 mit by=1, by=-2
ye= A1 114+ Ay (=2)!

Yp:
14+a14+a,=0 3 #-2 — yPZktZéI:f

Yt
Yt =Y+ Yp
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Bsp: (Fs)

Anfangswerte: yo =4,y; =5

Yo=A1+A=4 und

y1=A1+A(-2)'+4-1=5

t
ye=3+(-2)" +4¢t
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Yer

Far 11% =4ay ist bl = bz = b mit

Ansatz:
ye = Azb' + Ay tt!

(b1 = by = D liefert nur eine linear unabhéangige Komponente:
Az bl)

Probe:
Einsetzen des Ansatzes fur y;, y;+1 und y.4, in die homogene
LDG. Es zeigt sich, dass der Ansatz verninftig ist.
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Bsp: doppelte (reelle) Wurzeln

Yero +6 Y1 + 9y =12
y¢: Charakteristische Gleichung
P+6b+9=0 mit by=by=b=—a,/2=-3
Ye = Az (=3)' + Ayt (=3)'

Yp:
k+kay+kay=12 — y,=k=3/4
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Bsp: doppelte (reelle) Wurzeln (Fs)
Ye="Yctyp

Lésung ohne Berilicksichtigung von Anfangswerten:

yr = Az (=3)' + Agt(-3)' +3/4
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Zwei konjugiert komplexe
Wurzeln
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Yer

Ist a% < 4 a, erhalten wir Nullstellen der Form

bl,zzhiiv mit i=+v-1

a 1
h:—E, vzzw/élaz—a%

Die Wurzeln sind konjugiert komplex, by = b,.
Ansatz:

Ye=A1bl + Aybh = Ay (h+iv) + Ay (h—iv)!

In dieser Darstellung ist das Ergebnis schwierig zu interpretieren.
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Yer (Fs)

In Polardarstellung erhalten wir mit De Moivre

(h+iv)! =1'[cos(0t) £isin(0t)]

h
r=|h+iv|=vVh2+02=/ay, cos0 = -, sin@zg

wobei cos @ = I = ;7L und sin@ = 7 = /1 —aj/(4a) sind.

ye = Arr'[cos(0t) +i sin(0t)] + Axri[cos(0t) —i sin(01)]

Die Losung muf reell sein, da die iterative Losung reelle Werte
liefert.
Die Faktoren in [...] sind konjugiert komplex.
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Yer (Fs) Aus bl = 1_92 fOlgt A1 = Az.

Wie missen A; und A, beschaffen sein, sodass y. reell ist?
Es gilt: Sind A; und A, konjugiert komplex, so ist y, reell.

Wir betrachten konjugiert komplexe A; und A,, A; = A, :
Al =m ¢'*2 und Ay =m eio
bh=rtel® und b =rte 0!
ye = (‘Xl eiocz) o ei9t+ (‘Xl e—i“Z) e—i0t _ o o [ei(9t+<x2) +e—i(9t+a2)}

Die Summe zweier konjugiert komplexer Zahlen ist reell. Somit

ye=ayr' [2 cos(0t+ )] €R
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Bsp1: 2 (konjugiert) komplexe Wurzeln

Yo+ (1/4)yr =5

am=0,a=1/4 a?<4ay — h=0,0=1/2,r=1/2.
cos@=h/r=0, sin6=v/r=1 — 0=m/2.

yp =4

y=o(1/2)"2 cos(§t+ ap)] +4
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Bsp2: 2 (konjugiert) komplexe Wurzeln

Vi =4y +16y: =0

1 =—4,a =16 a2 <4day — h=2,0=23,r=4
cos@ =h/r=1/2, sin@=v/r=+3/2 — 0=m/3.

yp=0

y=a 42 cos(%rH— )]
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Charakterisierung der
Konvergenz der Losungspfade
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Fall (1): bq 75 b, b1,2 eR

]/C =A1b]i +A2b§
o |b1|,|b2| >1
Beide Komponenten A, b}, A, b}, divergieren: . explodiert.

® |b1| > 1> |by| oder |b1| < 1 < |by|: Die Wurzel mit [b| > 1
dominiert fiir groRBes t. y. explodiert.

o |b1|,|b2| <1
Beide Komponenten A; bt, A, bé — 0: y. konvergiert.
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Fall 2):b; = by = b, b € R

Ye = Asb' + Aytb!

® |b>1

Beide Komponenten b’, und ¢ b' divergieren: y. explodiert.
® <1

bt — 0und tb* — 0 mit t — oo.

Begriindung fir t b — 0:

b! beschreibt ein geometrisches bzw exponentielles
Wachstum, t aber nur ein lineares.

Allgemein gilt: Jede Funktion vom Typ b? (geometrische bzw
Exponentialfunktion) steigt/fallt starker als t" mit n € Ny fix
(Polynom).
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Konvergenz von b’ und t", d’Hospital

Formal lasst sich die Dominanz von b mit t — co durch
Betrachtung der Ableitungen der Funktionen zeigen.

Nach n Differentiationsschritten ist die Steigung von t" konstant.
Hingegen, nehmen wir zB b = ¢ an, steigt die n-te Ableitung von e

noch immer mit ¢t.

Fir unbestimmte Grenzwerte 8, 2 gilt die Regel von d’Hospital:

f(x) f(x)

lim =—< = lim
X—00 g(x) X100 g’(x)

Der Grenzwert des Quotienten ist gleich dem Grenzwert des
Quotienten der ersten Ableitungen, Differenzierbarkeit
vorausgesetzt.
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Anwendung von d’"Hospital

Fall0 < b < 1:

tht =t (5)™" = oy

Mit t — oo geht auch (1/b)! — oco.
=11 o8] = o7y 0
Wir verwenden dazu (1/b)! = exp(t log(1/b)), (1/b) > 1.
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Fall (3): Komplexe Wurzeln, b = b, € C

Ye=oqr [2 cos(8t+ ap)]

Die Losung zeigt ein schwingendes Muster. Durch cos(. ..) wird
eine Cosinusschwingung, | cos(...)| < 1, abgetastet.
! bestimmt das Konvergenzverhalten.

® by =|bo|=7>1
Es liegt ein explosives Verhalten von y, vor.

X |b1|:|b2‘:7’<1
ye konvergiert.
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Differenzengleichung hoherer
Ordnung
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Losung einer LDG n-ter Ordnung

Yien+ a1 Yton—1+ ...+ ana Y1 +anyr =c

Das Verfahren ist analog zu oben:

1)

)

michael.hauser@v

Suche nach einem stationdren, intertemporalen
Gleichgewicht:

yp =k, falls nicht 37 ;a; = 0 mitag = 1 gilt.

yp =kt oder y, = kt?, etc

Suche nach der komplementiren Losung:
Die charakteristische Gleichung ist ein Polynom n-ten
Grades

V'4+a b '+ 4a, 1b+a, =0

Es gibt n charakteristische Wurzeln: b;,i =1,...,n.
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(2a)

(2b)

(2¢)

(2d)
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Ansitze fiir komplementire Funktionen

wenn alle Wurzeln verschieden sind

n

Ye = Z Aibzt

fur mehrfache Wurzeln, eg, by = b, = b3,
Arbl+ Ay tbh + Az 2 bt
fuir konjugiert komplexe Wurzelpaare
op 7 [2 cos(B1t + )]
fur mehrfache konjugiert komplexe Wurzelpaare

quﬁ []+/31r5[]
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®3)

michael.hauser@

Yt =Yp+Yc

Die Losung ist die Summe aus partikularer und
komplementéarer Losung

Ye=Yp+Yc

bei gegebenen n Anfangsbedingungen.

Dwu-wien.ac.at — (2003) Dynamische Systeme und Zeitreinenanalyse // Differenzengleichungen hoherer Ordnung — 4 — p.32/46




Konvergenzbestimmung ohne
Berechnung einer expliziten
Losung

michael.hauser@wu-wien.ac.at — (2003) Dynamische Systeme und Zeitreihenanalyse // Differenzengleichungen hoherer Ordnung — 4

Das Schur Theorem
Wir geben eine qualitative Analyse des Zeitpfades ohne
quantitative Loésung. Stabilitat liegt vor, wenn fiir alle  gilt

|bi|<1 i=1,...,n

Das Schur Theorem
Das Polynom

agb" +a b+ 4 a, 1b+a, =0

besitzt Wurzeln innerhalb des Einheitskreises, |b;| < 1, genau
dann, wenn die unten angegebenen Determinanten A; positiv sind
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Al y Az:
a 0 an  Ap-1
a a 0 a
ag an 1 0 n
A = Ay =
a, a
n 20 a;, 0 a m
ay,_1 an 0 ag
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ap 0 .- 0 ay - ap aq
ag : 0 ay ap
ay_o 0
Ap_1 Au—_p -+ 4y 0 . 0 an
A, =
ay 0 . 0 ag - Ap_o Ap_1
ay : 0 ag ay_»
an . 0
a1 ap S ay 0 . 0 ap
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L]
Determinanten
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Determinante

Die Determinante gibt die (mit einem Vorzeichen versehene)
Flache bzw Volumen an, das Vektoren (zusammengefasst als
Spalten/Zeilen einer quadratischen Matrix) einschlieRen.

Die Determinante einer Matrix A, », ist Null, wenn ihre n Spalten
bzw Zeilen

® keinen Raum der Dimension n aufspannen.

® nicht linear unabhingig sind.
Die Determinante einer Matrix A, x, ist verschieden von Null,
wenn ihre n Spalten bzw Zeilen

® cinen Raum der Dimension #n aufspannen.

9 linear unabhingig sind.
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Determinante und Rang einer Matrix A«

Es gelten folgende Zusammenhange fiir quadratische Matrizen:

® rg(A)=n <& det(A)#£0 < A lexistiert <
& Spalten von A linear unabhéngig

® rg(A)<n & det(A)=0 < A lexistiertnicht <
& Spalten von A nicht linear unabhéangig
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Berechnung der Determinanten, Aj

A1x1:
det(A) = |A] = |[ann]| = ant

Beispiele:

det([2]) = [[2]] = 2
det([-1]) = |[-1]| = —1
det([0]) = [[0]] = 0
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Berechnung der Determinanten, Aj»
Apxal

a a
det(A) = |A| = U = gy ag —anpan

a1 ax

Die Determinante ist das Produkt der Hauptdiagonalelemente
minus dem Produkt der Nebendiagonalelemente.

Beispiele:

12
det(A) = |A| =| | =1:4-2:3= 2

11
det(A) = |A| = =1.2-1-2=0
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Berechnung von Determinanten, A3, 3

Regel von Sarrus fur Az, 3:

a1 a1z a13
det(A) = [Al = | ay ap a3 |=
az1 4asz 4ass
= a11 a2 433 + A1 a3p 413 + a31 412 423
—[a31 ax a13 + ax a2 asz + a1 azo az3)
Die Determinante ist das Produkt der Hauptdiagonalelemente plus

dem Produkt ihrer Parallelen minus dem Produkt der
Nebendiagonalelemente plus dem Produkt ihrer Parallelen.
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Beispiele fiir Determinanten, A3, 3

Beispiele:
123
det(A)=|Al=|4 5 6 |=
7 89

1-5-94+42:6-743-4-8—[3-5-7+2-4-941-6-8/=0
Die Zeilen sind linear abhéngig: Z3 = Z, + (Z, — Z4)

1 2 3
det(A)=|Al=|2 1 2 |=
3 21
1-1-14+2-2:3+4+3-2.2—-[3-1-3+2-2-1+1-2-2] =8
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Berechnung von Determinanten, A,

Entwicklung nach Laplace nach der i-ten Zeile:

|Al = 3 aij (=1)7 Ayl
Ajjisteine (n —1) x (n — 1) Matrix die durch Streichen der i-ten
Zeile und j-ten Spalte aus der Matrix A gebildet wird.

Entwicklung nach Laplace nach der j-ten Spalte:
Al = 31y ai (1) Ayl

Hier wird das Problem der Berechnung einer n x n Determinante

auf das einer (n — 1) x (n — 1) zurtickgefuhrt.

Wenn wir bei n = 2 angelangt sind kdnnen wir die einfache Formel

von oben anwenden, oder weiter bis auf 1 x 1 Matrizen reduzieren.
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Beispiel fiir eine Determinante, A4, 4

det(A) = |A|

[ N

= Entwicklung nach 2.Spalte

o O O O
N N~ DN
_ NN W

= 0(—1)"2[A12| +0(—1)*"2|Aga| +9(—1)>"2| Aga| + 0(—1)* 2| Ay |

=9(-1)|Az|=(-9)8=-72
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Regeln fiir Rechnen mit Determinanten
Die Determinante eines Produkts von Matrizen ist das Produkt der
Determinanten der einzelnen Matrizen.
det(A B) = det(A) det(B)

Die Determinante der transponierten Matrix und der Matrix selbst
sind gleich.
det(A’) = det(A)

Die Determinante der inversen Matrix ist gleich dem Kehrwert der
Determinante der Matrix selbst.

det(A™1) = 1/ det(A)
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