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Taylorreihen Entwicklung

Wenn eine Funktion f(x) geniigend oft differenzierbar ist, kann sie
durch ein Polynom n-ter Ordnung approximiert werden.
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Man sagt, die Funktion f(x) wird

® an der Stelle xq in eine Taylorreihe bis zur Ordnung n
entwickelt.

#® durch ein Polynom n-ter Ordnung approximiert.
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Bezeichnungen und Kommentar

Bezeichnung;:

# £ (x) bezeichnet die k-te Ableitung von f nach x.
» f(k)(xo) ist der Wert der k-ten Ableitung von f an der Stelle xo.

® k! heil3t k-Faktorielle:
Kk=1-2-3-...-k.
ol=1, 1!'=1, 2!=2, 31=1-2-3=6

Je weiter x von der Entwicklungstelle x, entfernt ist, desto
schlechter ist im Allgemeinen die Approximation.
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Taylorreihe: n =1

Fir n = 1 ergibt sich ein Polynom erster Ordnung, bzw. eine
Gerade.

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0)
Man schreibt auch

f(x) = f(xo) + f'(x0) (x — x0)
= bedeutet “in erster Naherung”.

Wenn wir die Naherung verwenden, rechnen wir mit der Tangente
der Funktion an der Stelle xy anstatt mit f.
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Beispiel: exp(x)
Beispiel:

f(x) = exp(x). Die Entwicklungsstelle sei xy = 0.
f(x)~ f(0)+ £(0) x

exp(x) = 1+1x=1+x

(x) =exp(x)  £(0) = exp(0) =1
(x) =exp(x)  f1(0)=e 1

f
f
Die Tangente an exp(x) in xo = 0 ist

tHx)=1+x
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Beispiel: log(1 + x)

Beispiel:

f(x) =log(1+ x). Die Entwicklungsstelle sei ebenfalls xy = 0.
f(x) ~ f(0) + £'(0) x
log(l+x)~1.x=x

f(x) =log(l4+x) f(0) =1log(1+0)=1og(l)=0

f1) = i3 f(0) =1

Die Tangente an log(1 + x) in xo = 0 ist
t(x) =x
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Grafik: exp(x) und log(1 + x)
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Wir approximieren exp(x) Wir approximieren log(1 + x)
an der Stelle 0 durch eine an der Stelle 0 durch eine
Gerade. Gerade.
exp(x) =1+« log(l+x)=x
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Anwendung
Fir alle x € R gilt:
lim (1 + f)" =" =exp(x)
n—oo n p

Eine Moativation fur diese Beziehung erhalten wir Gber

(1 + %)n _ en‘log(l-s—x/n) = en.(x/n) — "

Die N&herung log(1 + x) = x ist gut, wenn x betragsméagig klein ist.
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Taylorreihe: n = 2

Fir n = 2 ergibt sich ein Polynom zweiter Ordnung, bzw. eine
Parabel.

F&) = Flx0) + £ (o) (= x0) + 500 (6= 7

Die Approximation zweiter Ordnung ist in der Regel eine bessere
lokale Approximation als die erster Ordnung.
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Taylorreihe: n = 2 Beispiel

Beispiel:
f(x) = exp(x). Die Entwicklungsstelle ist xo = 0.

f(x) %f(0)+f’(0)x+@xz

1 1
exp(x)%l—&—Ix—i—Exz

Allgemein gilt:

2 3

I N S
exp(x) = +ﬂ+§+§+'”
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Grafik
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Notation: & = (x — x)

Wir heben nun die Verénderung (x — xg) hervor, indem wir
h = (x — xo) bezeichnen. Die Entwicklungsstelle bezeichnen wir
als x.

"(x " x (n) X
flx+h) zf(x)Jrf( LA GO PR SRS Al LR
1! 2! n!
® xo wird durch x ersetzt,
® (x—xp) durchh, und
® xdurch (x +h).
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Notation: Ax = h = (x — xp)

Wir schreiben die Formel der Taylorreihe nochmals an, aber indem
wir h durch Ax ersetzen.

® Ax heit die Verinderung von x.

f(x) ') 42 f(x)
flx+Ax) = f(x)+ T Ax + 21 Ax +...+TAx"
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Approximation fiir Af = f(x + Ax) — f(x)

Nun gehen wir einen Schritt weiter und bringen f(x) auf die linke
Seite. Somit haben wir eine Entwicklung fir die Veranderung der
Funktion erhalten.
® Af(x) = f(x+ Ax) — f(x) heil3t die Verinderung von f(x)
(wenn sich x um Ax &ndert).
Wir vergleichen den Funktionswert an der Stelle x mit dem bei
(x + Ax).

f(x) ') (2 f(x)
Af(x) = 2 Ax + 21 Ax +...+TAx”
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Approximation fiir Af in 1.Ndherung

In erster N&herung gibt sich mit  Af(x) = f(x+ Ax) — f(x)

Af(x) = f(x) Ax

Die Veranderung des Funktionswertes wird gut durch die Ableitung
an der Stelle x mal der Schrittweite, Ax, beschrieben.
(Steigung der Tangente mal Schrittweite)

Diese “diskrete” Approximation einer stetigen Funktion werden wir
im Folgenden oft verwenden.
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Beispiel: log(1 + x)

Beispiel:

f(x) =log(1+x):
In erster Naherung gibt sich fiir Af(x)

1
A
1+x X

Af(x) =

Untersuchen wir die Approximation der Veranderung von f an der
Stelle x = 2.

1 1
AF(2) = [f24+Ax) — fF2)] = —— Ax = =A
£(2) = [f(2+8%) — FQ)] = 5 Ar = 5 A
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Beispiel: log(1 + x)

Untersuchen wir die Approximation der Veranderung von f an der
Stelle x = 2, wenn wir von der Stelle 2 zur Stelle 2.5 gehen. D.h..:
Ax=25-2=05

Af(2) = [f(2+05) = f(2)] = [f(2.5) = f(2)] =

1 1 1
=——=05=-05=—
1+2 3 6

Die Veranderung der Funktion zwischen 2 und 2.5 betragt ungeféahr

1/6.
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Delta-Methode: Approximation
von E[f(X)]

michael.hauser@wu-wien.ac.at — (2003) Dynamische Systeme und Zeitreihenanaylse // Taylorreihen — 2 — p.18/23

Delta-Methode

Sei X eine ZV mit E(X) = pund V(X) = o?. f(X) sei eine
nicht-lineare Funktion in X.

Die Delta-Methode approximiert den Erwartungswert der
nicht-linearen Funktion, E[f(X)], in dem die Funktion in eine
Taylorreihe bis zu einer (niedrigen) Potenz entwickelt, und
anschlieend von dieser die Erwartung genommen wird.
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Approximation 1.0rdnung

Approximation 1.0rdnung
Wir entwickeln f an der Stelle p. Also xg = p.

fX) = f(w) + /(1) (X =)

Damit ist

E[f(X)] =~ f(n) und V[f(X)]~ f'(n)* o
Wir verwenden die Approximation 1.0rdnung der Taylorreihe und
nehmen links und rechts die Erwartung bzw. Varianz:

Ef(X)] = E[f () + f/(1) (X = )] = E[f ()] + f'(0) E[(X = p)] =
= E[f(w)]
VIF(X)] = VIf() + f' (1) (X = )] = f'(1)? 0?
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Approximation 2.0rdnung

Approximation 2.0rdnung
Wir entwickeln f an der Stelle p. Also xp = p.

£x) ~ £+ LB oy ¢ L oy

Damit ist unter der Annahme, dass X normal verteilt ist,
X ~ N(y,o?)

ELF(X)] ~ f() + 5 (1) 02

und

VIFO) & /(00?4 5 f" () 0*
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Approximation 2.0rdnung

Die Herleitung des Erwartungswertes ist einfach.

Fur die Varianz benétigen wir das 3. und 4.Moment der
Normalverteilung, E[(X — u)3] und E[(X — p)*]. Diese sind

E[(X—u)’ =0 und E[(X—p)* =30*
Das 3.Moment ist Null, da die Normalverteilung symmetrisch ist.
Alle ungeraden zentrale Momente sind null.
E[(X—p)"]=135.....2k—1) 0"

wenn n gerade ist, n = 2k.
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Beispiel: f(X) = exp(X)

f(X) =exp(X) und X ~ N(g,o?):
Approximation 1.0rdnung: Wir setzen ein

E[F(X)] ~ exp(u) und  V[F(X)] = exp()? o>

Approximation 2.0rdnung: Wir setzen ein

E[f(X)] ~ exp(n) + % exp(u) o? = exp(u) [1 +0%/2]

VIF(X)] ~ exp(u) o + 3 exp()?o* = exp(2u)o? [1 +0%/2

Bemerkung;:
DieZV Y =exp X istlognormal verteilt.
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