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Monotonie und Krümmung

f monoton steigend⇔ f ′(x) ≥ 0
f monoton falled⇔ f ′(x) ≤ 0

f konvex⇔ f ′′(x) ≥ 0, f konkav⇔ f ′′(x) ≤ 0

Multivariate Analysis

Gradient: ∇f(x) = (fx1
(x), . . . , fxn

(x))

Richtungsableitung: ∂f
∂h

= ∇f(x) · h , ||h|| = 1

Jacobische Matrix:

Df(x) =







∂f1
∂x1

(x) . . . ∂f1
∂xn

(x)
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(x) . . . ∂fm
∂xn

(x)







Kettenregel: D(g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ·Df(x)

Ableitung der inversen Transformation:
D(f−1)(y) = (Df(x))−1 , y = f(x)

Ableitung einer impliziten Funktion F (x) = 0:
∂xi

∂xk

= −
Fxk

Fxi

Abl. einer impliziten Transformation F (x,y) = 0:

∂y

∂x
= −

(

∂F

∂y

)

−1

·

(

∂F

∂x

)

Hesse-Matrix:

Hf (x) =







fx1x1
(x) . . . fx1xn

(x)
...

. . .
...

fxnx1
(x) . . . fxnxn

(x)







Optima

Hk =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fx1x1
(x) . . . fx1xk

(x)
...

. . .
...

fxkx1
(x) . . . fxkxk

(x)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Alle Hk > 0⇒ x ist lok. Min.

Alle (−1)kHk > 0⇒ x ist lok. Max.
Andernfalls, |Hf (x)| 6= 0⇒ x ist Sattelpunkt.

Lagrange-Funktion:
L(x, y;λ) = f(x, y) + λ (c− g(x, y))

H̄(x) =





0 gx gy
gx Lxx Lxy

gy Lyx Lyy





|H̄(x)| > 0⇒ x ist lok. Max.
|H̄(x)| < 0⇒ x ist lok. Min.

Kuhn-Tucker Bedingung:

Lxj
≤ 0, xj ≥ 0, xj Lxj

= 0
Lλi

≥ 0, λi ≥ 0, λi Lλi
= 0

Taylorreihen

f(x) ≈ f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+

f (n)(0)

n!
xn

f(x) =

n
∑

k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +Rn(x)

Wichtige Taylorreihen:

exp(x) = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . .

ln(x+ 1) = x−
x2

2
+

x3

3
−

x4

4
+ · · ·

sin(x) = x−
x3

3!
+

x5

5!
−

x7

7!
+ · · ·

cos(x) = 1−
x2

2!
+

x4

4!
−

x6

6!
+ · · ·

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + x4 + · · ·

f(x) ≈ f(0) +∇f(0)tx+
1

2
xtHf (0)x

f(x) ≈ f(x0) +∇f(x0)
t(x− x0)

+ 1
2 (x− x0)

tHf (0)(x− x0)
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