Kapitel 9

Taylorreihen

Naherung erster Ordnung

Wir wollen eine Funktion f durch méglichst einfache Funktionen
approximieren.

Approximation durch eine lineare Funktion:

f(x) = f(x0) + f'(x0) (x — x0)

= bedeutet ,in erster Naherung"“.

Wenn wir die Naherung verwenden, rechnen wir mit der Tangente der
Funktion an der Stelle x( anstatt mit f.
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Polynome

Besser Approximationen erhalten wir durch Verwendung eines
Polynoms P, (x) = ag + ayx + ax2 + - - - 4 a,x".

Ansatz:
f(x) = ag 4+ a1x + apx® 4 - - - + a,x" + Ry (x)

Dabei wird R, (x) als Restglied bezeichnet. Es gibt den Fehler an, den
wir beim Ersetzen von f(x) durch P, (x) machen.

Wahlen dabei die Koeffizienten a; so, dass die ersten n Ableitungen
von f und P, an der Stelle xo = 0 Ubereinstimmen.

Ableitungen
f(x) =ap+a1x+ - +a,x" = Py(x)
= f(0) = ao
flx)=a1+2 apx+-+n-ax"1 = P(x)
= f0)=m

f'(x)=2-a2+3-2-asx+---+n-(n—1) a,x"2 =Pl!(x)
= f"(0) =2a,
f"(x)=3-2-a3+ - -4+n-(n—1) - (n—=2)-a,x"3 = Pl(x)
= £(0) = 3la;
() =n-(n—1)-(n=2)-...-1-a, =P (x)
= fM(0) = n'a,
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MacLaurinpolynom

Die Koeffizienten des Polynoms lauten daher

AC)
l

F%)(x0) bezeichnet dabei die k-te Ableitung von f an der Stelle xo.

n_ (k)
709 = 2 L R
—0 :
Das Polynom
f"(0) f(0)

2t

FO)+ 70+

heiBt das MacLaurinpolynom #n-ter Ordnung von f.

Taylorpolynom

Wenn wir die Ableitungen an einer beliebigen Stelle x( betrachten
erhalten wir das Taylorpolynom #-ter Ordnung von f im Punkt xo:

n (k) (y
flo) = 3 o)

k=0

(x — x0)" + Ra()

Die unendliche Reihe (1 — o) heift die Taylorreihe von f.
Wenn lijn R, (x) = 0, dann konvergiert die Taylorreihe gegen f (x).
n—o00

Wir sprechen dann von der Taylorreihenentwicklung von f mit
Entwicklungspunkt x,.

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 9 - Taylorreihen — 5/27

Josef Leydold — Mathematik far VW — WS 2017/18 9 - Taylorreihen — 6/27

Beispiel — Exponentialfunktion

Taylorreihenentwicklung von f(x) = e* an der Stelle xy = 0:

Fx) = F(0) +1(0) x4+ F4P 4 L0 0 L0 4 Ry ()

f=e = f0) =1

Flo=e = FO)-1

Fl=e = 0 -1

f///(x) — e,\' = f///(o) — 1

O = = f0(0) =1
ex:1+x+§+§+“'+%+“'

Diese Taylorreihe konvergiert fur alle x € R.

Beispiel — Exponentialfunktion

1 2o xt xS af
exp(x
P n==4
=3
n=2
n=1

y
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Beispiel — Logarithmus

Taylorreihenentwicklung von f(x) = In(1 + x) an der Stelle xg = 0:

F(x) = FO) +£/(0) x+ L0 p2 L 70 3 20 n R, (x)

n!

f(x) =In(1+x) = f(0)=0
fi(x)=(1+x)" = fl(0)=1
f'(x) = =1-(1+x)2 = f(0)= -1
f'(x)=2-1-(1+x)73 = f"(0)=2!

F(0) = (=1)" H(n —1)!

x2 x3 x4 X"
In(1 —x— T (=)
n(l+x)=x—F+7 -7+ + ()" +
Diese Taylorreihe konvergiert fiir alle x € (—1,1).

Beispiel — Logarithmus

n=>5
n=1
In(1+ x)
n=2

1 ‘n=6
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Konvergenzradius Beispiel — Logarithmus
Es gibt Taylorreihen, die nicht fiir alle x € R konvergieren. . xj xj _ xj xj -~ xj o on=31 n=11
In(1+x)=x + + +
zB.:In(1+x) 2 3 4 5 6 n=7
Es gilt jedoch: Konvergenzradius p = 1. Z = ?
Indiz: -
Falls eine Taylorreihe fir ein x1 mit |x; — x| = p konvergiert, so In(1 + x) st fiir x < —1 N
konvergiert sie fiir alle x mit |x — xo| < p. nicht definiert. In(1+x)
Das groBtmdgliche derartige o hei3t der Konvergenzradius der
Taylorreihe. P
1 P 1
A
w ) e
Taylorreihe konvergiert
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Approximationsfehler Landau-Symbol
Das Restglied gibt den Fehler bei der Approximation durch die Seien f(x) und g(x) zwei Funktionen.
Taylorreihe an. Wir schreiben e
(%)
1K) (xg) .. 8
k = f —
Fehler = |Ra(x)| = | £(x) _I;Jf o (x — x0) f(x) =0(g(x)) fir x— xo i
a falls eine Konstante C existiert, sodass
Der Approximationsfehler |R,,(x)| ist umso kleiner [f(x)] < C-lg(x)] cstx)
> je ndher x am Entwicklungpunkt x ist; fir alle x mit |x — xo| < e.
» je groBer die Ordnung 7 ist.
O(-) heiBt Landau-Symbol (,gro3 O von ...*).
Falls die Taylorreihe konvergiert, dann gilt .
Man schreibt daher auch
Ru(x) = O((x — x0)™™) fir x — xo o F0) (xo
£ = 1 T8 ) o - )
Wir sagen: der Fehler geht mit gro3 O von x"*1 gegen 0. k=0
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Einfluss der Ordnung der Potenzen Wichtige Taylorreihen
Je héher die Ordnung einer Potenz wird, desto kleiner wird ihr Beitrag
in der Taylorreihenentwicklung in der Nahe des Entwicklungspunkt. f(x) MacLaurinreihe o
¥ ¥ it
y e ¥ op(x) = 1+x+y+gtgt
02 +
2 3 4
X x> X
~ ln(l+x)7x77+§fz+--- 1
. 2 @
5 sm(x):xf§+§*ﬁ+"' o0
x; 2 4 6
x x-  x* X
8 COS(x):]*E+I*a+“' 00
‘ 1
o 1_X:l+x+x2+x3+x4+~~~ 1
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Rechnen mit Taylorreihen

Wir kénnen Taylorreihen bequem

addieren (gliedweise)
differenzieren (gliedweise)
integrieren (gliedweise)
multiplizieren

dividieren

Yy vV vV VY VY

substituieren

Man verwenden daher oft Taylorreihen zur Definition einer Funktion.
Etwa ) 5

Xt x
exp(x)::1+x+j+§+...

Beispiel

Die erste Ableitung von exp(x) erhalten wir durch Ableiten der
Taylorreihe:

Xz x3 x4 !

oy XX 3x2 423

- + +Y+T+T+"'
28

:1+X+E+§+“‘

= exp(x)
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Beispiel

Wir erhalten die MacLaurinreihe von f(x) = x? - e durch Multiplizieren
der MacLaurinreihe von x2 mir der MacLaurinreihe von exp(x):

2ot =x (T+xt +5+5+)

5 X6

2, X x
=x"+x +E+§+I+"'

Wir erhalten die MacLaurinreihe von f(x) = exp(—x2) durch
Substituieren (Einsetzen) von —x?2 in die MacLaurinreihe von exp(x):

+8 o+
4!

.22 _.2)3 2
e =14 (—x2) + G 5P G

=1-2x2

2 3
et=1+u +5% 5

6

x* x X8
tax —m o twmo oo

Polynome

Die Idee der Taylorreihe kann auch fiir Funktionen in zwei oder
mehreren Variablen verwirklicht werden.

Ein Polynom n-ten Grades in zwei Variablen hat die allgemeine Form

Py(x1,2%2) = 4o
+ a10 X1 + 411 X2
+ dayo x% + a1 X1 X2 + ax X%

+ a30 X3 + az1 X2 X2 + a2 X1 X3 + a33 X3

n—2

-1
+ an X} +am X7 X+ ap ] x%—‘r coe e Ay XY

Wahlen die Koeffizienten a; so, dass alle partiellen Ableitungen von f
und P, bis zur Ordnung n am Entwicklungspunkt x¢ tbereinstimmen.
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Taylorpolynom 2. Ordnung
Wir erhalten dadurch die Koeffizienten
b L[k a*£(0)
N7k \G) @x)FT (xp)i
Das Taylorpolynom zweiter Ordnung an der Stelle xg = 0 lautet daher

f) = f(0)
+ fr (0) X1+ fx,(0) x2
+ %fxlxl(o) x% + fxle (O) X1 X2 + %fxzxz (O) x% + .-

keEN,j=0,---,k

Der lineare Term kann mittels Gradient dargestellt werden:

f(0) x1 4 f,(0) 22 = VF(0) - x

Was ist mit dem quadratischen Term?

Hesse-Matrix

Wir fassen alle zweiten partiellen Ableitungen von f an der Stelle xg zu
einer 2 x 2-Matrix zusammen.

) = fxlxl(XO) fxlxz(xo)
Hf( 0) <fX2X1(X0) ,f,*(zxz(xo))

Diese Matrix wird als Hesse-Matrix von f an der Stelle x bezeichnet.
Der quadratische Term kann mittels Hesse-Matrix dargestellt werden:
.fl’lxl(o) x% + 2f’ﬁxz (0) X1 X2 +f’fzxz(o) x% =x Hf(o) RS

Also

f(x) = £(0) + VF(0) -x + 3 x - Hs(0) - x + O([Ix|]°)
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Hesse-Matrix Il

Allgemein fasst die Hesse-Matrix alle zweiten partiellen Ableitungen
einer Funktion f in n Variablen an der Stelle x¢ zu einer n x n-Matrix
zusammen.

Frre (X0)  fryxs (X0) Frrx, (X0)
Hf(XO): fxz)m:(XO) fxzxz:(XO) fxzx,‘:(xo)

frae (X0) e (X0) -+ fauw, (X0)

» Die Hesse-Matrix ist symmetrisch.
(Falls f zweimal stetig differenzierbar ist.)

» Die Hesse-Matrix “spielt” die gleiche Rolle wie die zweite Ableitung
bei Funktionen in einer Variablen.

f"(x0)

» Andere Notation:

Taylorpolynom 2. Ordnung (Il)

Taylorreihenentwicklung von f zweiter Ordnung an der Stelle xo:

f(xo+h) = f(x0) + Vf(x0) -h+ 3 h' - Hf(x) - h+O(|[h[*)

In anderer Notation sieht das ganze analog zur Taylorreihe einer
Funktion in einer Variable aus:

f(xo+h) = f(x0) + f'(x0) -h+ Fh' f"(x0) - h+ O(||h[|*)
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Beispiel

Wir suchen das Taylorpolynom 2. Ordnung an der Stelle xo = 0 von

flry) =V 4+ x

fla,y) =e" ¥ 4x = f(00) =1
fr(x,y) =2x e 41 = fx(00)=1
fulxy) = —2ye” ¥ = f(00)=0
fux(x,y) = 207V 4 4x2e7 Y = fxx(0,0) =2
fry(x,y) = —dxye” ¥ = fu(00)=0
F(,y) = =26 42”7 = £,(00) = -2

Gradient: Hesse-Matrix:

V£(0) = (1,0)

Beispiel

Das Taylorpolynom lautet daher

flx,y) = £(0) + VF(0) - x+ 3 x' - Hy(0) - x

=1+(10)- (;) +1(xy)- (é f

=1+x+x2—1>2
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