Kapitel 8

Inverse und implizite
Funktionen
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Inverse Funktion

Sei f: Dy C R" — W¢ C R"™, x — y = f(x). Eine Funktion

£ Wi — D,y = x = f_l(y)

hei3t inverse Funktion zu f, falls

flof=fof 1 =1id

id ist die Einheitsfunktion oder identische Funktion: id(x) = x
FUE) = £ (y) =x  und  £(E(y)) = £(x) = y

f—1 existiert genau dann, wenn £ bijektiv ist.

Wir erhalten 1 (y) als eindeutige Lésung x der Gleichung y = f(x).

Josef Leydold — Mathematik fiur VW — WS 2017/18 8 — Inverse und implizite Funktionen — 2/ 21



Lineare Funktion

Seif: R—> R, x+—vy=f(x)=ax+0.

[

y=ax+b & ax=y—->b & x=

Q=

Also:
ffHy)=aly—ab

Vorausgesetzt: a # 0 la=f"(x)]

Beachte:
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Lineare Funktion

Seif: R" - R", x—y=1f(x) =Ax+b mitm x n-Matrix A.
y=Ax+b & x=Aly—Alp
Also:

f(y)=A"'y—A"'b

Vorausgesetzt: A ist invertierbar. | A = Df(x) |
(Insbesondere: n = m)

Beachte:
D(f')(y) =A™ = (Df(x))™
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Lokal invertierbare Funktion

Die Funktion ist nicht bijektiv:

fi R — [O,oo), N f(x) _ xz lokal invertierbar

f~1 existiert daher nicht global. .
v/
/
FUr manche xq gibt es ein offenes / A
Intervall (xg — €, xp + ¢) Uber dem ,/
y = f(x) eindeutig nach x
auflosbar ist. =— ol
Wir sagen: /’ X
f ist um xo lokal invertierbar.

nicht lokal invertierbar

FUr manche xg gibt kein derartiges
(noch so kleines) Intervall.
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Existenz und Ableitung

1. FUr welche xg ist f lokal
invertierbar?

2. Wie lautet die Ableitung von
£~ an der Stelle yg = f(xg).

Idee:
Ersetze f durch das Differential:

f(XQ -+ h) ~/ f(XO) + Df(X()) -h

Daher:

1. Df(xo) muss invertierbar sein.

2. D(f1)(yo) = (Df(xp)) "

lokal invertierbar

ﬂ

VAR

nicht lokal invertierbar
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Satz uber inverse Funktionen

Sei f: Df C R — R eine Funktion und xq ein Punkt mit f'(xo) # 0.
Dann existiert ein Intervall 4 um xg, sodass f U bijektiv in ein Intervall
YV um o = f(xg) abbildet.

Es existiert daher die inverse Funktion f~1: V — U.

FUr die Ableitung qilt:

(F71) (yo) = (f'(x0)) ™"

Seien f: R - R, x —y = f(x) =x*>und xg = 3, o = f(x9) = 9.
Da f'(xg) = 6 # 0, ist f um xy = 3 lokal invertierbar und es gilt

1
- 3

Fur xo = 0 liefert dieser Satz keine Aussage, da f'(0) = 0.

(F71)'09)

1
6
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Satz uber inverse Funktionen Il

Seien f: R” — R” und xg ein Punkt mit |Df(xq)| # 0.

Dann existiert ein Rechteck I/ um xg, sodass f U/ bijektiv in ein
Rechteck V um yy = f(x() abbildet.

Es existiert daher in V die inverse Funktion f~1: V — U.

FUr die Ableitung qilt:

D(£7')(yo) = (Df(x0)) ™"

Die Determinante der Jacobischen Matrix wird auch als
Funktionaldeterminate bezeichnet. Notation:

i fr) _ e
(X1, -, %n) = [Df(xo)]
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Beispiel

X1 — Xp

2 _ .2
Seif:IRZ%]RZ,XHf(x)< )

Dann gilt:
Df(x) =

d(f1, f2)

d(x1,x2)

<2X1

X2

X2

-—ZXQ
X1

-—2X2
X1

X1 X2

= 2x% 4 2x5 # 0

f ist um alle xg # 0 lokal invertierbar.

D(f1)(£(1,1)) = (D£(1,1)) ! = (

f ist jedoch nicht bijektiv: f(1,1) = f(—1,—-1) = <O>

2 =2
1 1

fiir alle x # 0.

N~
1

|
7\
| N

[
INTORNTNY
N~
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Explizite und implizite Funktion

Der Zusammenhang zwischen zwei Variablen x und iy kann gegeben
werden durch eine

explizite Funktion: implizite Funktion:
y = flx) F(x,y) =0
Beispiel: Beispiel:
y = x? R y—x? =0
existiertnicht (| ), x> +y*—1=0

N

Fragen:

» Wann kann man eine implizite Funktion (lokal) auch als explizite
Funktion darstellen?

» Wie lautet die Ableitung von y nach der Variable x?
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Fall: Lineare Funktion

Im Falle einer linearen Funktion
F(x,y) = ax + by

sind beide Fragen leicht zu beantworten:

ax+by=0 = y:—%x (falls F, = b # 0)
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Fall: Allgemeine Funktion

Sei F(x,y) eine Funktion und (xg, yo) ein Punkt mit F(xg, 19) = 0.

Wenn F nicht linear ist, dann kdnnen wir die Ableitung % im Punkt xg
berechnen, indem wir die Funktion lokal durch das totale Differential
von F ersetzen.

dF = Fydx + F,dy = d0 = 0

Daraus erhalten wir

dy _ B
dx  F,
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Beispiel

Gesucht ist die implizite Ableitung Z—Z von

Flx,y) =x*+y*—1=0

d_y - F 2x X
dx  F, 2y y

Wir konnen auch die Ableitung von x nach der Variable y ausrechnen:

dx Fy__z_y_ y

dy I 2x X
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Lokale Existenz einer expliziten Funktion

explizite Funktion
existiert lokal

I
explizite Funktion y (xq, ¥o)
existiert nicht

>

A

y = f(x) existiert lokal, wenn F, # 0.
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Satz uber implizite Funktionen

Sei F: R — IR und sei (xg, o) ein Punkt mit

F(xo,y0) =0 und Fy(x0,y0) # 0.

Dann existiert ein Rechteck um (xg, o), sodass gilt:

» F(x,y) =0 hatdort eine eindeutige Lésung y = f(x), und
y_ _k

dx F,

Sei F(x,y) = x>+ y> — 8 und (xg,y0) = (2,2).
Da F(xo,y0) = 0und F,(x0,y0) = 2yo = 4 # 0, lasst sich y lokal als

_Eloy) _ 2% _ _4

i dy _
Funktion von x darstellenund = (xg) = Floag = "2 =
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Satz uber implizite Funktionen Il

Sei F: R"™! - R, (x,y) — F(x,y) = F(x1,...,xu,v), und
sei (xp, v) ein Punkt mit

F(X(), y()) =0 und Fy(XO, }/0) # 0.

Dann existiert ein Rechteck um (xg, 1o ), sodass gilt:

» F(x,y) = 0 hat dort eine eindeutige Lésung y = f(x), wobei
f: R" = R, und

da  F,
axi B Fy

y ist die von uns ausgewahlte Variable und muss nicht
notwendigerweise an letzter Position stehen.
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Beispiel

Gesucht ist % der impliziten Funktion
3

2 2
F(x1,x2,x3,%4) =x7+X2x3+ x5 —x3x4—1=0

an der Stelle (x1, x2, x3,x4) = (1,0,1,1).

Da F(1,0,1,1) = 0und F,(1,0,1,1) = 1 # 0 kbnnen wir x, lokal als
Funktion von (x1, x3, x4) darstellen:  xo = f(x1, x3, X4)-

FUr die partielle Ableitung nach x3 erhalten wir

97 F., Xp +2Xx3 — X4
_— = — = — p— —1
8x3 sz X3

An den Stellen (1,1,1,1) und (1,1,0,1) kann der Satz Gber implizite
Funktionen nicht flr x, angewendet werden:

F(1,1,1,1) # 0 und F,(1,1,0,1) = 0.
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Jacobische Matrix

Sei
(Fl(x1/'°°/xn/y1/°"/ym)\
F(x,y) = 5 =0
\Fm(xlr'”/xn/yll---/ym))
dann heif3t
oo
OF(xy) | o
% Ok
1 O

Jacobische Matrix von F(x, y) bezlglich y.

Analog: w
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Satz uber implizite Funktionen lil

B R
Sei F: R"*" — R™, (Fi(x1,..

-/xn/y1/-°°/ym)\
(x,y) = F(x,y) = '

\Pm('xll' . '/xn/y1/°°°/ym))
und sei (xg, yo) ein Punkt mit

F(Xo, Y()) =0 und

aF x
‘ y) ‘#0 fir (x,y) = (xo0, yo).

Dann existiert ein Rechteck um (xg, yo), sodass gilt:

» F(x,y) = 0 hat dort eine eindeutige Lésung y = f(x), wobei

f: R" - R™, und
.|y (9F\ T (OF
ox dy 0x
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Beispiel

Sei F(x,y) = (Fl(xlez,yl,yz)> _ (x%+x%—y%_y%_|_3>

Fa(x1, X2, 41, y2) X+ x5 +y; +y; — 11
und (X(), y0) 1 1 1 2

JF, aa
2 2 2 2
2 %] 3x5  3x3 Ix 3 3
OF (b SF L —2y; —2y,\ OF 2 —4
v a]i/f; alyfi 2 ov 5y (L1 12) =
y 8y1 ayz 3y1 3y2 y 3 12

DaF(1,1,1,2) = 0 und )aF xy) ‘ — 12 # 0 kénnen wir den Satz tiber
implizite Funktionen anwenden und es qilt

2w (3 4 6)-C)
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Zusammenfassung

Lokale Existenz einer inversen Funktion

Ableitung einer inversen Funktion

Explizite und implizite Funktionen

Lokale explizite Darstellung einer impliziten Funktion

vy v v v Vv

Ableitung einer impliziten Funktion
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