Kapitel 7

Differentialrechnung
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Differenzenquotient™

Sei f: R — R eine Funktion. Der Quotient

Af _ f(xo+8%) — f(x) _ f(x) — f(x0)

Ax Ax X — Xo

hei3t Differenzenquotient an der Stelle x.

f(x)
(x, f(x)) Sekante
(x0, f(x0))
\ Af
Ax
X
X0 X
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Differentialquotient™

Falls der Limes

lim o+ 8%) = f(x0) _ (&) = f(x0)
Ax—0 Ax x— %o X — Xo

existiert, so heiB3t die Funktion f differenzierbar an der Stelle x( und
dieser Grenzwert Differentialquotient oder (erste) Ableitung der
Funktion an der Stelle xg.

Eine Funktion f heift differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt des
Definitionsbereichs differenzierbar ist.

Schreibweisen:
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Stelle xp.

Graphische Interpretation des Differentialquotienten*

» Anstieg der Tangente an den Graphen der Funktion f(x) an der

Sekanten

Tangente
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Interpretation als ,,Grenzfunktion“*

» Marginalquote, oder ,Grenzfunktion“ einer Wirkungsgréf3e
y = f(x) beziglich einer FaktorgroBe x.
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differenzierbar.

Das sind vor allem

» ,Knicke* im Graph der Funktion
» Senkrechte Tangenten

» Unstetigkeitsstellen (,Sprungstellen®)

Existenz des Differentialquotienten*

Eine Funktion f ist differenzierbar in allen Punkten, in denen sich eine
Tangente mit endlicher Steigung an den Graphen legen lasst.

In allen Punkten in denen das nicht mdglich ist, ist die Funktion nicht
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Berechnung des Differentialquotienten®

Der Differentialquotient kann durch Bestimmen des Grenzwertes
berechnet werden.

Sei f(x) = x2. Dann st

) + h)? — x¢?
!/ — 1 (XO
flo) = =

. x02+2X0h+h2—XQ2
= lim
h—0 h

2
— him 2 24+ )

h—0 h h—0

= 2x0
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Marginale Anderung*

Far kleine Werte von Ax kénnen wir die Ableitung f’(xo) durch den
Differenzenquotienten mit kleinem Ax abschatzen:

Xo+Ax) = f(x) _ Af
Ax—0 Ax Ax

Daher kénnen wir umgekehrt die Anderung A f von f in der Néhe von
xo fir kleine Anderungen Ax abschétzen:

Af = f(xo+ Ax) — f(x0) = f'(x0) - Ax

Beachte:
» f'(xp) - Ax ist eine lineare Funktion von Ax.

» Diese Funktion ist die bestmdgliche Approximation von f durch
eine lineare Funktion in der Ndhe von xg.

» Diese Approximation ist nur fur ,kleine” Werte von Ax brauchbar.
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Differential*

Der Approximationsfehler geht dabei schneller gegen 0 als Ax:

o U850~ FO0) = F/(x0) -]
Ax—0 ’AX‘

Wenn wir die Differenzen Af und Ax durch infinitesimale (,unendlich
kleine) GréBen df und dx ersetzen, erhalten wir das Differential der
Funktion f an der Stelle xo:

df = f'(xo) dx

df und dx heiBen die Differentiale der Funktion f bzw. der
unabhangigen Variable x.
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Differential*

Wir kdnnen das Differential von f als lineare Funktion in dx auffassen
und damit die Funktion f naherungsweise berechnen.

f(xo+dx) =~ f(xo) +df

Sei f(x) = e".

Differential von f an der Stelle 1:
df = f'(1)dx = e dx

Approximation von f(1,1) mit Hilfe dieses Differentials:
Ax = (xo+dx)—x=11-1=0,1

F11) &~ f(1) +df =e+e-0,1~2,99

Zum Vergleich: f(1,1) = 3,004166. ..
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Ableitung einer Funktion™®

Die Funktion

f’:D—>IR,xv—>f’(x):%

hei3t die erste Ableitung der Funktion f. Die Definitionsmenge D ist
die Menge aller Punkte, in denen der Differentialquotient existiert.

Die Berechnung der Ableitung wird als Ableiten oder Differenzieren
der Funktion bezeichnet.
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Ableitung elementarer Funktionen*

f(x) f(x)

c 0

X o - xtx—l
e~ er
In(x) 1

sin(x) cos(x)

cos(x)  —sin(x)
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Differentiationsregeln*

> (c- f(x)) =c- f(x)

» (f(x)+g(x) = f(x)+ ¢ (x) Summenregel
> (f(x)-g(x))" = f'(x) - g(x) + f(x) - §'(x) Produktregel

> (f(g(x)) = f(g(x)) - &'(x) Kettenregel

> (gEz;), = f/(x) g(g(;)ggx) -g/(x) Quotientenregel
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Beispiel*
(3x3+2x-4)' =3-3-2242-1-0=92%+2

(e x%) = () a2 +e - (22) =¥ a2t e¥ 2x
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Hoéhere Ableitungen®

Die Ableitung einer Funktion kann wiederum differenziert werden.
Dadurch erhalten wir die

» zweite Ableitung f”/(x) der Funktion f,
» dritte Ableitung f’"/(x), usw.
> n-te Ableitung f(") (x).

Die ersten 5 Ableitungen der Funktion f(x) = x* + 2x? + 5x — 3 sind

fl(x) = (x*+2x2+5x—3) =4x> +4x+5
f"(x) = (4x3 +4x +5)" = 12x2 + 4

" (x) = (12x2 + 4)" = 24x
fY(x) = (24x)" =24
fi(x) =0
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Monotonie*

Eine Funktion f hei3t monoton steigend, falls

x1 <x2 & f(x1) < f(x2) fx2)
Sie heil3t streng monoton steigend, falls Fxy)
x1 < x2 & f(x1) < f(x2) - -
Eine Funktion f hei3t monoton fallend, falls
x1<x & f(x1) > flx
1S x2 ¢ f(x1) 2 fx2) )
Sie heiB3t streng monoton fallend, falls fx)
2
X1 < X2 <= f(xl) > f(XZ) o =
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Monotonie*

Far differenzierbare Funktionen gilt:

f monoton steigend < f'(x) >0 firalle x € Dy
f monoton fallend < f'(x) <0 firalle x € Dy

f streng monoton steigend < f'(x) >0 firallex € Dy
f streng monoton fallend < f'(x) <0 firallex € Dy

Die Funktion f: (0,00), x + In(x) ist streng monoton steigend, da

f'(x) = (In(x)) = % >0 farallex >0
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Lokale Monotonie*

Eine Funktion kann in einem bestimmten Intervall monoton steigend, in
einem anderen monoton fallend sein. Sie wird dann als lokal monoton,
auf dem entsprechenden Abschnitt bezeichnet.

Fir stetig differenzierbare Funktionen eignet sich folgende
Vorgangsweise:

1. Berechne erste Ableitung f'(x).
2. Bestimme Nullstellen von f’(x).
3. Erhalte Intervalle, in denen f’(x) das Vorzeichen nicht wechselt.

4. Wahle “geeigneten” Punkt in jedem Intervall und bestimme dort
das Vorzeichen von f’(x).

5. f’(x) kann innerhalb eines Intervalls das Vorzeichen nicht &ndern.
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Beispiel — Lokale Monotonie*

In welchen Bereichen ist f(x) = 2x3 — 12 x? + 18 x — 1 monoton?
Suchen den Bereich, wo f'(x) > 0:

1. f'(x) =6x*—24x+18

2. Nullstellen: x2—4x+3=0 = x;=1, x =23

3. Erhalte 3 Intervalle:  (—c0,1], [1,3] und [3, o0)

4. Vorzeichen von f(x) an “geeigneten” Punkt in jedem Intervall:
f(0)=3>0,f'(2)=-1<0und f'(4) =3 >0.

5. f/(x) kann innerhalb eines Intervalls das Vorzeichen nicht &ndern:
f'(x) > 0in (—o0,1] und [3, ).

Die Funktion f(x) ist monoton steigend in (—co,1] U [3, 00).
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Monontonie und inverse Funktion™

Beachte:
Falls f streng monoton steigend ist, dann folgt aus

X1 < Xp < f(xl) < f(XQ)

sofort auch
x1#x & f(x) # f(x2)

M.a.W.,, f ist injektiv. Falls f auch surjektiv ist, ist f somit invertierbar.

Falls eine surjektive Funktion f streng monoton steigend oder fallend
ist, dann ist sie auch invertierbar.

(Die Umkehrung gilt jedoch nicht.)
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Konvexitat und Konkavitat*

Eine Funktion f heif3t konvex, wenn

f(A=h)x1+hx) < (1=h) f(x1) +h f(x2)

fir alle x1,x2 € Dy und alle h € [0,1]. Sie heiBt konkav, wenn

fA=h)x1+hx) > (1—h)f(x1) +hf(x2)

x1 % x %
konvex konkav
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Konkave Funktion™®

f(A=h)x1+hxa) > (1—h)f(x1) +hf(x)

f((1=h)x1 +hx)

(1 —h) f(x1) +h f(x2) %

X1 X‘Z
(I—=h)xy+hx

Sehne unterhalb des Funktionsgraphen.
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Konvexitat und Konkavitat*

Far differenzierbare Funktionen gilt:

fkonvex <« f”(x) >0 firallex € Dy
fkonkav < f"(x) <0 firallex € Dy

f'(x) ist monoton fallend,
daher f”(x) <0
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Streng konvex / konkav*

Eine Funktion f heifB3t streng konvex, wenn

f(A=m)x1+hxy) < (1—h)f(x1) +hf(x2)

fur alle x1, x2 € Dy, x1 # xaund alle it € (0,1).

Sie heif3t streng konkav, wenn

f((1—=h)x1+hxp) > (1—h) f(x1)+h f(x2)

Fur differenzierbare Funktionen gilt:

f streng konvex < f"(x) >0 firallex € Dy
fstreng konkav < f"(x) <0 firalle x € Dy
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Beispiel — konvex*

Exponentialfunktion:

exp(x) ist (streng) konvex.

x) =e*
(x) =" °T

"(x) =e*>0 furalex € R

f
f
f

(
)

.,/ .
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Beispiel — konkav*

Logarithmusfunktion:  (x > 0)

f(x) = In(x) 1
fl(x) =13 '
f”(x):—% <0 firallex >0 1 e

In(x) ist (streng) konkav.
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Lokale Konkavitat*

Eine Funktion kann auch auf einem bestimmten Intervall konkav, auf
einem anderen konvex sein. Sie wird dann als lokal konkav, bzw.
lokal konvex auf dem entsprechenden Abschnitt bezeichnet.

Fir stetig differenzierbare Funktionen eignet sich folgende
Vorgangsweise:

1.

2.

Berechne zweite Ableitung f”'(x).

Bestimme Nullstellen von " (x).

. Erhalte Intervalle, in denen f”(x) das Vorzeichen nicht wechselt.

. Wahle “geeigneten” Punkt in jedem Intervall und bestimme dort

das Vorzeichen von f”(x).

. f”(x) kann innerhalb eines Intervalls das Vorzeichen nicht &ndern.
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Beispiel — Lokale Konkavitat*

In welchem Bereich ist f(x) = 2x3 — 12x? + 18 x — 1 konkav?
Suchen den Bereich, wo " (x) < 0.

1. f(x) =12x—24

2. Nullstellen: 12x—-24=0 = x=2

3. Erhalte 2 Intervalle:  (—c0,2] und [2, o)

4. Vorzeichen von f(x) an “geeigneten” Punkt in jedem Intervall:
f"(0) = =24 <0und f"(4) =24 > 0.

5. f”'(x) kann innerhalb eines Intervalls das Vorzeichen nicht
andern: f(x) < 0in ( —o0,2]

Die Funktion f(x) ist konkav in (—o0,2].
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Elastizitat*

Die erste Ableitung einer Funktion gibt die Anderungsrate einer
Funktion f an der Stelle x( in absoluten Zahlen an. Sie ist somit
abhéngig von der Skalierung von Argument und Funktionswert.

Wir sind aber in vielen Fallen an relativen Anderungsraten interessiert.

Skaleninvarianz und relative Anderungsraten erhalten wir durch

Anderung des Funktionswertes in % des Funktionswertes

Anderung des Arguments in % des Argumentes
bzw. fiir die marginale Anderungsrate

fotAx) —f(x)

hm T flx+Ax)— f(x) «x ey x
Ax—0 Ax Ax—0 Ax f(x) f(x)
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Elastizitat™
Der Ausdruck
f'(x)

heiBt die Elastizitat von f an der Stelle x.

Sei f(x) = 3¢?*. Dann ist

/ 6 e2*
ef(x) =x J}((;C)) = 3223‘ =2
Sei f(x) = B x*. Dann ist
R (2 B IS
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Elastische Funktionen*

Eine Funktion f heifBt in x
» elastisch,  falls [ef(x) | > 1
» 1-elastisch, falls |ef(x) | =1
» unelastisch, falls [ef(x) | <1

Fir eine elastische Funktion gilt daher:
Der Funktionswert andert sich relative starker als das Argument.

Die Funktion f(x) = 3¢ ist [ef(x) =2x]
» 1-elastisch, fir x = —J und x = 1;
» unelastisch, fir —3 < x < 1;

» elastisch, fiir x < —1 oder x > 1.
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elastische Nachfragefunktion®

Sei g(p) eine elastische Nachfragefunktion, p der Preis.
Es gilt: p > 0, g > 0, und 4’ < 0 (g ist monoton fallend). ~ Also gilt

4 (p)

) <!

g(p) =p

Was passiert mit dem Umsatz (= Preis X Absatz)?

w'(p)=(p-q9(p)) =19
= qp)-(+p- I

=gg<—1
<0

Das heif3t, der Umsatz nimmt ab, falls wir den Preis erhéhen.
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Elastizitat II*

Wir kénnen die relative Anderungsrate von f ausdriicken als Ableitung

In(f(x)) = 2

Was passiert, wenn wir In(f(x)) nach In(x) ableiten?
Sei v=In(x) & x=¢

Ableiten mittels Kettenregel ergibt:

d(In(f(x))) _ dIn(f(e) _ 1) o FE) -y
d(In(x)) dv f(ev) fy -~
d(In(f(x)))
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Elastizitat II*

Wir kénnen die Kettenregel formal auch so schreiben:

Sei
> u=In(y),
>y =f(x),

» x=¢" & v=In(x)
Dann erhalten wir

dnf) du _du dy dx _

1
dnx)  dv dy dx dv  y
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Partielle Ableitung™*

Wir untersuchen die Anderung einer Funktion f(x1, ..., x,), wenn wir
eine Variable x; variieren und alle anderen konstant lassen.

i: lim f(...,xl-+Axi,...)—f(...,xl-,...)

axi Ax;—0 Axi

heil3t die (erste) partielle Anleitung von f nach x;.

Es haben sich eine Reihe von weiteren Symbolen flr die partielle
Ableitung % eingeburgert:

» fx,(x) (Ableitung nach der Variable x;)
» fi(x (Ableitung nach der i-ten Variable)
» f/(x)  (i-te Komponente des Gradienten)

o —
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Berechnung der partiellen Ableitung*

Wir erhalten die partielle Ableitung nach x;, wenn wir alle anderen
Variablen als Konstante auffassen und f nach den bekannten Regeln
fr Funktionen in einer Variable nach x; ableiten.

Erste partiellen Ableitungen von

f(x1,x2) = sin(2x7) - cos(x7)

fr, =2-cos(2x1) - cos(xp)
W—/
als Konstante betrachtet
fr, = sin(2 x1) (—sin(xp))
N—_——

als Konstante betrachtet
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Hoéhere partielle Ableitungen™

Analog zu den Funktionen in einer Variablen kénnen wir partielle
Ableitungen nochmals ableiten und erhalten so héhere partielle
Ableitungen.

2 2
fom(®) = 3ob- () baw. fun () = 254

Falls alle zweiten partiellen Ableitungen existieren und stetig sind, dann
kommt auf die Reihenfolge beim Differenzieren nicht an.

2 2
of (x) = of X
axkaxi axiaxk
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Beispiel*
Gesucht sind alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von

flx,y) =x*+3xy

Erste partielle Ableitungen:

fxr=2x+3y fy=0+3x

Zweite partielle Ableitungen:

f xx — 2 f xy — 3
fye =13 fyp= 0
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Partielle Elastizitaten™

Die partiellen Elastizitaten geben relative Anderungsraten beziiglich
den einzelnen Variablen an.

Gesucht sind die partiellen Elastizitadten von

flx1,x2) = 2§ + 23

— fxl(x) _ 2x _ ZX%
eralx) =x fx) 24+x3 B+

_ fo(X) _ 3x _ 3x
er2(x) = %2 flx) 7 24+x3 B+
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Kreuzpreiselastizitat™

Zwei Glter werden zu den Preisen p; bzw. p, angeboten. Die
Nachfrage g1 nach Gut 1 h&ngt nicht nur vom Preis fur Gut 1 ab,
sondern auch vom Preis des anderen Gutes:

q(p) _ (ql(Plf p2)>
q2(p1, p2)
Die partiellen Elastizitaten ;, 2(p) und g, 1(p) heiBen die

Kreuzpreiselastizitaten.

» &,,i(p) >0 = Gutersind Substitute
» &,,i(p) <0 = Guter sind komplementar
» ¢,,/(p) =0 = Giter ohne Beziehung

Im Allgemeinenist 4, 2(X) # &4,1(X).
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Der Gradient

Wir fassen die partiellen Ableitungen erster Ordnung zu einem
Zeilenvektor, dem Gradienten an der Stelle x, zusammen.

V) = (fua(x), - fra (%))

v

V f heiBt auch ,Nabla f*.

Der Gradient wird oft auch als Spaltenvektor geschrieben.

v

v

Andere Notationen:  f’(x)

v

Der Gradient ,spielt” die gleiche Rolle wie die erste Ableitung bei
Funktionen in einer Variablen.
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Eigenschaften des Gradienten

» Der Gradient einer Funktion f zeigt in die Richtung des steilsten
Anstiegs von f.

» Seine Lénge gibt diese Steigung an.
» Der Gradient steht immer normal auf die entsprechende

Niveaulinie.
\Y%

2///
=

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 7 — Differentialrechnung — 42 /56




Beispiel

Gesucht ist der Gradient von

flay) =x*+3xy
an der Stelle x = (3, 2).

fxr=2x+3y
fy=0+3x

Vf(x) = (2x + 3y, 3x)
V£(3,2) =(12,9)
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Die Richtungsableitung

Wir erhalten die partielle Ableitung %Q durch Ableiten der univariaten
Funktion ¢(f) = f(x1,...,x;+t,...,x;) = f(x+t-h) mith = e
an der Stelle t = 0:

of _dg o d
™= G| =@t
of
axy
7y
% 76\
N\
(=
\\_/ TXl
~—_ | — /
| "
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Die Richtungsableitung

Verallgemeinerung:

Wir erhalten die Richtungsableitung g—{l in Richtung h mit Lange 1
durch Ableiten der univariaten Funktion g(¢) = f(x+ ¢ -h) an der
Stellet = 0:

of n_d8 _ 4 .
BI(X)_ dt t:(j_ dtf(x+t h) —o

/ 0
oh

Die Richtungsableitung gibt die
Anderung von f an, wenn wir

/ x in Richtung h verschieben.
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Die Richtungsableitung

Es gilt (fur ||h|| = 1):

9 (x) =

oh fr (X) -h1 4+ fr,(x) - hy = Vf(x) -h

Falls h nicht Norm 1 hat, muss zuerst normiert werden:

of h
5100 = VA g
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Beispiel

Wir suchen die Richtungsableitung von

f(x1,x2) = 57 +3x1 %2

nach h = 1 an der Stelle x = 3 .
-2 2

Norm von h:

Ihl| = Vhih = /12 + (-2)2 = V5

Die Richtungsableitung lautet daher

of h 1 1 6
S0 = V() = —=(12,9) ) = ——
oh [T VE] -2 V5
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Das totale Differential

Wir wollen eine Funktion f durch eine lineare Funktion so
approximieren, dass der Fehler méglichst klein ist.

Den Funktionswert an einer Stelle x + h kénnen wir naherungsweise
analog zur Richtungsableitung berechnen.

fox+h) = f(x) = fr, () I A+ A+ f, (%) B

Das totale Differential erhalten wir, wenn wir die /; durch ,unendlich
kleine“ Differentiale dx; ersetzen.

Die lineare Funktion

df = fo (x)dx; + ...+ fr,(x) dx, = fol ax;

heiBt das totale Differential von f an der Stelle x.
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Beispiel

Wir suchen das totale Differential von
fx1,x2) = x% +3x1x2
an der Stelle x = (3,2).
df = f+,(3,2)dx1 + f,(3,2) dxo = 12dx1 + 9dx;

Approximation von f(3,1;1,8) mit Hilfe des totalen Differentials:

£(3,1;1,8) ~ f(3;2) +df
—=27+12-0,1+9-(—0,2) = 26,40

Zum Vergleich: f(3,1;1,8) = 26,35

et (3)-0)-()
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Differenzierbarkeit

Satz:
Eine Abbildung f: R — R ist differenzierbar in xo genau dann, wenn
es eine lineare Abbildung / gibt, die f in xg bestmdglich approximiert:

o [P0 1) = Fx0)) = em)| _

h—0 |h|

Offensichtlich: (1) = f'(xo) - h ist das Differential von f.

Definition:
Eine Abbildung f: R" — IR heif3t differenzierbar in xy, wenn es eine
lineare Abbildung ¢ gibt, die f in xg bestmdglich approximiert:

[(£(xo +h) — f(x0)) — £(h)|

li =0
b0 ]
£(h) =] - h heiBt das Differential von f.
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Jacobische Matrix
Die m x n-Matrix
Ifi o
dx; T dxy
Df(xo) = f'(x0) =J = | : oo
9 fm 9 fm
E e axn

hei3t die Jacobische Matrix von f and der Stelle x.

Fur f: R" — Rist Df(xo) = Vf(xo).
Wir kénnen Df(xp) auch schreiben als
V fi(x0)

Df(XQ) =
V fn(Xo)
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Beispiel

> f(X) = f(xlfxz) = exp(—x]
(Bxl’ Bx2> (X)

( 2x1 exp(—xF — x3), —2x5 exp(—x} — x3))
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Kettenregel
Seien f: R" — R” und g: R” — R¥. Dann gilt

D(g o f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x)

() e
an-(02) oo %)
D(gof)(x) = Dg(f(x)) - Df(x) = (2ex 2e¥ ) ‘ (ex 0)

208 —2¢6Y 0 &
202 2%
o\ 22 2%
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Beispiel — Richtungsableitung

Wir kénnen die Richtungsableitung von f: R" — R
in Richtung h (mit || h|| = 1) an der Stelle x¢ auch so herleiten:

Sei s(t) ein Weg in Richtung h:
s: R —R" t+— xg+th

Dann ist
Df(s(0)) = Df(x0) = Vf(xo)
Ds(0) =h

und somit

& = D(fo5)(0) = Df(s(0)) - Ds(0) = Vf(x0) -
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Beispiel — Indirekte Abhangigkeit

Sei f(x1, x2, t) wobei x1(t) und x,(t) ebenfalls von t abhangen.
Wie &ndert sich f mit t?

Kettenregel: x1(t)
Seix: R — R3, t— [ xy(t)

A~ D(fox)(t) = DF(x(1) - Dx(t

x(t) ()
= V() - | x3(t) | = (fr (D)), fro (x(8)), fr(x(8)) - | x3(8)
1 1

= frr (x(8)) - x1(8) + fry (x(£)) - 23 (8) + fi(x(t))

= fu, (x1,22,1) - X1 (£) + fur (X1, 22, 8) - x5(¢) + fi(x1, X2, 1)
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Zusammenfassung

Differenzen- und Differentialquotient
Differential

Ableitung und hdhere Ableitungen
Monotonie

Konkav und konvex

Elastizitat

Partielle Ableitungen und Elastizitat
Gradient

Richtungsableitung

Totales Differential

Jacobische Matrix

YV vV vV vV VYV Y VY VY VY VvV VY

Kettenregel
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