Kapitel 5

Eigenwerte

Geschlossenes Leontief-Modell

Ein Leontief-Modell fiir eine Volkswirtschaft heif3t geschlossen, wenn
der Konsum gleich der Produktion ist, d.h. wenn

V-x=x

Es handelt sich dabei um einen Spezialfall eines Eigenwertproblems.
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Eigenwert und Eigenvektor
Ein Vektor x € R", x # 0, heiB3t Eigenvektor einer n x n-Matrix A

zum Eigenwert A, falls

Die Eigenwerte der Matrix A sind alle Zahlen A fir die ein Eigenvektor
existiert.

Fir eine 3 x 3-Diagonalmatrix gilt

ain 0 0 1 a1
A-e1 = 0 az 0 0 = 0 =4a11- €1
0 0 ass 0 0

e; ist also Eigenvektor zum Eigenwert A = ayq.

Berechnung der Eigenwerte

Fir eine n x n-Matrix A mussen wir die Gleichung

Ax=MAx=AIx & (A—AI)x=0

|6sen. Falls (A — AI) invertierbar ist, dann ist
x=(A-A)"10=0

Dann ist aber A kein Eigenwert.

A ist genau dann Eigenwert von A, wenn (A — AI) nicht invertierbar
ist, d.h. wenn

=0

det(A — AI)
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Charakteristisches Polynom

det(A — AI) ist ein Polynom n-ten Grades in A und heiBt das
charakteristische Polynom der Matrix A.
Die Eigenwerte sind die Nullstellen dieses Polynoms.

Bemerkung:

Es kann sein, dass (alle oder einzelne) Nullstellen des
charakteristischen Polynoms komplex sind.

Man spricht dann von komplexen Eigenwerten.

Beispiel

1 -2
Wir suchen die Eigenwerte von A = <1 4 )

Dazu bilden wir das charakteristische Polynom und berechnen deren
Nullstellen.

1-A =2

=A2-5A+6=0
1 4-2 *

det(A — AI) =

Die Lésungen dieser quadratischen Gleichung sind
/\1:2 und /\2:3.

A besitzt daher die Eigenwerte 2 und 3.
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Berechnung der Eigenvektoren

Wir kénnen die Eigenvektoren x zum bekannten Eigenwert A durch
Einsetzen in (A — AI)x = 0 berechnen.

1 -2
Eigenvektoren von A = <l 4 ) zum Eigenwert A, = 2:

)6

Lésung mittels GauB-Elimination: x = a« und x; = —2«

Vi =« 72
T

(A — All)x = <

> fureina € R\ {0}

Eigenraum

Falls x ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, dann auch jedes Vielfache
ax:

A-(ax) =a(A-x) =ad-x=A-(ax)
Falls x und y Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert A sind, dann ist

auch x + y ein Eigenvektor:

A -(x+y)=Ax+A-y=A-x+A-y=A-(x+y)

Die Menge aller Eigenvektoren zum Eigenwert A (vereinigt mit 0) ist
daher ein Unterraum des IR" und wird als Eigenraum bezeichnet.

Man gibt daher immer nur eine Basis des Eigenraumes an.

Die Dimension des Eigenraumes wird auch als (geometrische)
Vielfachheit des Eigenwertes bezeichnet.
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Beispiel

seia= (1 2).
1 4
Eigenvektor zum Eigenwert A; = 2:

“=(7)
=)

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind dann alle
nichtverschwindenden Vielfache (d.h., # 0) von v;.

Eigenvektor zum Eigenwert A, = 3:

Computerprogramme geben meist normierte Eigenvektoren aus:

_2 _ 1
v = ( 1\/5> und vy = < 1\[2>
V5 V2

Beispiel
2 01
Eigenwerte und Eigenvektorenvon A = |0 3 1
06 2

Wir bilden das charakteristische Polynom und berechnen dessen
Nullstellen.

det(A—AI)=| 0

Wir erhalten die Eigenwerte

/\1:2, AziOUhd)\3i5.
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Beispiel

Eigenvektor(en) zum Eigenwert A3 = 5 durch Lésen der Gleichung

(2 - 5) 0 1 X1
(A — /\3I)X = 0 (3 — 5) 1 X2 | = 0
0 6 (2-5)) \x3

Durch GauB-Elimination erhalten wir

-3 0 1|0 -3 0 10
0 -2 1]0 ~ 0 -2 110
0 6 -3|0 0 000

Somit x3 = &, x, = ta und x; = 1a fir ein beliebiges & € R\ {0}.

Eigenvektor v = (2,3,6)"

Beispiel

1

Eigenvektor zum Eigenwert Ay =2: vy = [0
0
-3

Eigenvektor zum Eigenwert A = 0: v, = | =2
6
2

Eigenvektor zum Eigenwert A3 =5: vz = |3
6

Die Eigenvektoren zum Eigenwert A; sind dann alle
nichtverschwindenden Vielfache (d.h., # 0) von v;.
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Eigenschaften von Eigenwerten

1. A und A besitzen dieselben Eigenwerte.
2. Seien A und B zwei n x n-Matrizen.
Dann besitzen die Matrizen A - B und B - A dieselben Eigenwerte.
3. Ist x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
dann ist x ein Eigenvektor von A¥ zum Eigenwert AX.
4. Ist x ein Eigenvektor einer reguldren Matrix A zum Eigenwert A,
dann ist x ein Eigenvektor von A~! zum Eigenwert %
5. Die Determinante einer n x n-Matrix A ist gleich dem Produkt der
Eigenwerte A; von A:

det(A) = [\
i=1

6. Die Summe der Eigenwerte A; einer Matrix A ist gleich der
Summe der Diagonalelemente von A (der Spur von A).

Eigenwerte dhnlicher Matrizen

Sei U eine Transformationsmatrix und C = U1 A U.
Ist x ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A,
dann ist U~ !x Eigenvektor von C zum gleichen Eigenwert:

C-(Ux)=(UTAU)U x=UTtAx=U""Ax =1 (U lx)

Ahnliche Matrizen A und C haben die gleichen Eigenwerte und
besitzen (unter Berlicksichtigung des Basiswechsels) die gleichen
Eigenvektoren.

Wir wahlen fir unsere Abbildung eine Basis, sodass die entsprechende
Matrix A méglichst einfach wird.
Die einfachsten Matrizen sind Diagonalmatrizen.

Kénnen wir immer eine Darstellung durch eine Diagonalmatrix finden?

Leider nicht immer.
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Symmetrische Matrix

Eine n x n-Matrix A heiB3t symmetrisch, falls .

Fir eine symmetrische Matrix A gilt:

» Alle n Eigenwerte sind reell.

» Die Eigenvektoren v; zu verschiedenen Eigenwerten A; sind
orthogonal, d-h. vi - v; = O falls i # j.

» Es gibt eine Orthonormalbasis {v, ..., v, } aus Eigenvektoren
fur den R, d.h. die v; sind normiert und paarweise orthogonal.

Die Transformationsmatrix U = (v, ..
Orthogonalmatrix:

., Vy) ist dann eine

v.u=1 « U'l=U

Diagonalisieren

Far den i-ten Einheitsvektor e; gilt

UfAU-eiIUtAV,':Uf)\,‘V[ :)\,-Utvl-z/\,--ei

Also
M0 ...00
0 Ay ... 0
U'AU=D=| = )
0 0 An

Jede symmetrische Matrix wird bezlglich einer Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren zu einer Diagonalmatrix.
Deren Diagonalelemente sind die Eigenwerte von A.

Man nennt diesen Vorgang Diagonalisieren der Matrix A.
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Beispiel
. 12\ . .
Wir wollen A = e diagonalisieren.

Eigenwerte sind
A =—1lundA; =3

mit den normierten Eigenvektoren

_ 1 1
S ( 1‘/§> bzw. v, = (?)
V2 V2

Bezlglich dieser Basis wird A zur Diagonalmatrix

Ein geometrische Interpretation |

Die Abbildung x — Ax = (; i) x bildet den

Einheitskreis im IR? in eine Ellipse ab.
Die beiden Halbachsen werden durch A1vy bzw. A, vy gebildet.

_
3V2

AL
L/

—¥
-1 0
0 3
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Quadratische Form Beispiel
Sei A eine symmetrische Matrix. Dann hei3t die Funktion Aligemein gilt fir eine 1 x n-Matrix A = (a;;):
n n
ga:R" = R, x = ga(x) =x' - A -x qA(X)=Z ajj XiXj
i=1j=1
eine quadratische Form.
t
X1 1 1 -2 X1
1 oo ax) = |xnf- |1 2 3 X2
SeiA= 10 2 0].Dannist
X3 -2 3 1 X3
0 0 3
t t
X1 1 00 X1 X1 X1+ x3 — 2X3
qa(x) = | x2 02 0| |x|=x+222+3x3 = | x| | x1+2x+3x
X3 003 X3 X3 —2x1 4+ 3x2 + x3
2

= X7+ 2x1x0 —4x1x3 + 2x§ + 6x2x3 + x§
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Definitheit

Eine quadratische Form g hei3t

» positiv definit, wenn fiir alle x # 0, ga(x) > 0.
» positiv semidefinit, wenn fiir alle x, ga(x) > 0.
» negativ definit, wenn fiir alle x # 0, ga(x) < 0.
» negativ semidefinit, wenn firr alle x, ga(x) <0.

v

indefinit in allen anderen Fallen.

Eine Matrix A hei3t positiv (negativ) definit (semidefinit), wenn die
entsprechende quadratische Form positiv (negativ) definit (semidefinit)
ist.

Definitheit

Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar. Sei {v1,...,v,} eine
Orthonormalbasis Eigenvektoren von A. Dann gilt fir jeden Vektor x:

n
X=c1vi+ -+ vy =) civi =Uc
izl

U = (vy,...,vy) ist die Transformationsmatrix fiir die
Orthonormalbasis, ¢ der entsprechende Koeffizientenvektor.
Fir die quadratische Form erhalten wir dann

ga(x) =x'-A-x=(Uc)'-A-Uc=c"-U'AU-c=c"-D-c

wobei D die Diagonalmatrix aus den Eigenwerten A; von A ist. Daher

qa(x) =
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Definitheit und Eigenwerte

Aus ga(x) = Y1, c2A; folgt sofort:

Seien A; die Eigenwerte der Matrix A. Dann gilt:
Die quadratische Form g4 ist genau dann
» positiv definit, wenn alle A; > 0 sind.

» positiv semidefinit, wenn alle A; > 0 sind.

» negativ definit, wenn alle A; < 0 sind.

v

negativ semidefinit, wenn alle A; < 0 sind.

v

indefinit, wenn es positive und negative Eigenwerte gibt.

Beispiel

2 =2
» Die Eigenwerte von < 5 ) lauten Ay = 6und A, = 1.

Die Matrix ist daher positiv definit.

5 -1 4
» Die Eigenwertevon | —1 2 1| lauten A; =0, A, = 3 und
4 1 5

Az = 9. Die Matrix ist daher positiv semidefinit.

7 -5 4
» Die Eigenwertevon | -5 7 4 | lauten
4 4 =2

A1 = —6, Ay = 6 und A3 = 12. Die Matrix ist daher indefinit.
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Hauptminoren

Die Definitheit einer Matrix kann auch mit Hilfe der sogenannten

Hauptminoren bestimmt werden.

Sei A = (a;;) eine symmetrische 1 x n-Matrix. Dann heift die

Determinanten der Untermatrix

a1
Hy =

a1

a1k

Akk

der k-te (fiihrende) Hauptminor von A.

Hauptminoren und Definitheit

Eine quadratische Matrix A ist genau dann

» positiv definit, wenn alle Hy > 0 sind.
» negativ definit, wenn (—1)% Hy > 0 fir alle k.

» indefinit, wenn |A| # 0 und keiner der beiden Falle zutrifft.

(—=1)F Hy > 0 bedeutet, dass
» Hy,H;, Hs,...<0,und
» Hp, Hy, Hg,...> 0.

Josef Leydold — Mathematik fiir VW — WS 2017/18

5 — Eigenwerte — 25/42

Josef Leydold — Mathematik far VW — WS 2017/18 5 — Eigenwerte — 26 /42

Beispiel

Gesucht ist die Definitheit

=5 >0

der Matrix
1 0 H; = det(an) =an =2 >0
A= 1 3 -1 . an| 2 1
0o -1 2 2= - 1 3
2 1 0
Hs = ‘AI =11 3 -1
0o -1 2

A und g4 sind positiv
definit.

Beispiel

Gesucht ist die Definitheit

der Matrix
1 1 > H, = det(lln) =an1=1 >0
A= 1 2
ap; a 11
2 3 1 Hy= " "= =1 >0
as1 A4 1 2
1 -2
Hy=|Al=|1 2 3|=-28 <0
-2 3 1

A und g4 sind indefinit.
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Allgemeine Hauptminoren

Die Bedingung fiir Semidefinitheit ist leider nicht so einfach.

Die k-ten allgemeinen Hauptminoren sind die Unterdeterminaten

Qi iy Aiyip

i =

@iy iy @iy i

1§i1<...<ik§n.

Allgemeine Hauptminoren und Semidefinitheit

Eine quadratische Matrix A ist genau dann

llll ik Z 0 sind.

i, > 0 firalle k.

> positiv semidefinit, wenn alle H;,

> negativ semidefinit, wenn (—1)* H;,

» indefinit in allen anderen Fallen.

i,....i, = 0 bedeutet, dass
> Hh,-,.,ik > 0, falls k gerade ist, und
» H;, ; <0, falls k ungerade ist.
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Beispiel

Gesucht ist die Definitheit

1-te Hauptminoren:

der Matrix H =5 >0 H=2 >0
Hy=5 >0
5 -1 4 ? =
A — 1 2 1 2-te Hauptminoren:
- 5 -1
4 1 5 Hy, = =9 >0
’ -1 2
. - - 5 4
Die Matrix ist daher Hi;= =9 >0
positiv semidefinit. 4 5
Aber nicht positiv definit! - 21
( p ) o= |2 [ <o 50

3-ter Hauptminor:
H1,2,3 = |A| = 0 Z 0

Beispiel

Gesucht ist die Definitheit 1-te Hauptminoren:

3-ter Hauptminor:

Hl,2,3 = ‘A‘ = O S 0

der Matrix H=-5 <0 Hy=-2 <0
Hy=-5 <0
-5 1 —4 3 =
A= 1 -2 -1 2-te Hauptminoren:
-4 -1 -5 Hn:_s - >0
g 1 -2
Die Matrix ist H ;= B 9 >0
negativ semidefinit. -4 -5
Aber nicht negativ definit! - -2 -1
( 9 ) fs=| 2 Tl 50
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Beispiel

Jede positiv definite Matrix ist auch positiv semidefinit
(aber nicht notwendigerweise umgekehrt).

Die Matrix
2 1 0
A=1|1 3 -1
0o -1 2

ist positive definit da alle flihrenden Hauptminoren > 0 sind
(siehe oben).

A ist daher auch positiv semidefinit.

Ellipse

Die Gleichung

ax2+by2:1, a,b>0

beschreibt eine Ellipse in Hauptlage.

1/a

7

. . u 1 1
Die Halbachsen haben die Léangen 7 bzw. N
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Eine geometrische Interpretation I
Der Term ax? + by? ist aber eine quadratische Form mit Matrix
A a 0
0 b
Diese hat Eigenwerte und Eigenvektoren

A =amitvy = e und

1
\/EV2\
1
A%
k ml

Ay =bmitvy, =ep

Die Eigenvektoren spannen die
Hauptachsen der Ellipse auf.

Eine geometrische Interpretation Il

Sei A eine eine symmetrische 2 x 2-Matrix mit positiven Eigenwerten.
Die Gleichung
xX'Ax =1

beschreibt eine Ellipse, deren Hauptachsen durch die normierten
Eigenvektoren vy und v, von A aufgespannt werden.

1
Vi V2 1
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Eine geometrische Interpretation Il

Durch den Basiswechsel V = (v, v2) von {ey, e2} zu {vy, v2 } wird
die Ellipse in die Hauptlage gedreht.

Ut
—_—
1
V
VA 3 Ly,
VA T
Vi &2

1
(3
k oy 1

Man nennt daher diesen Vorgang (Diagonalisieren) auch
Hauptachsentransformation.

Eine statistische Anwendung

Wir haben n Beobachtungen von k metrischen Merkmalen X, ...
die wir zu Vektoren zusammenfassen kdnnen:

X;i = (xﬂ,...,xik) EIRk

Das arithmetischen Mittel ist (wie bei univariaten Daten)

X =

|-

n
Yo xi= (1. %)
i=1

Die Summe der Abweichungsquadrate ist ein Maf3 fir die Streuung

n k
(Z |xij xi|2> =) Tss;
i=1 j=1

und kann komponentenweise berechnet werden.

n k
TS5 = 3 i x|? = 1

i=1 j=1
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Eine statistische Anwendung

Ein orthogonaler Basiswechsel verdndert die Summe der
Abweichungsquadrate TSS nicht.

Er verandert aber die Aufteilung auf die einzelnen Komponenten.

R
.
. st
f% o
Qs ® s
RS R
LY L] W R
:0390 - ® e ."‘:ﬂ n«;v ¥ ¥
..tt.*f " . *
+ + o+
(3
.
Fad
.

Kann man die Basis so wéhlen, dass sich ein groBer Beitrag fir die
TSS auf wenige Komponenten konzentriert?

Hauptkomponentenanalyse (PCA)

Annahme:
» Die Daten sind ndherungsweise multinormal verteilt.

Vorgangsweise:
1. Berechne Kovarianzmatrix Z
2. Berechne Eigenwerte und Eigenvektoren von X
3. Ordne Eigenwerte (und -vektoren) so, dass

MZ2A 2> 2> A

4. Verwende Eigenvektoren vy, ..., vi als neue Basis.
5. Der Beitrag der m Komponenten in dieser Basis zum TSS ist
néherungsweise
LTSS A

LTSS L
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Hauptkomponentenanalyse (PCA)

Mit Hilfe der PCA ist es méglich die Anzahl der Dimensionen so zu
reduzieren, dass die Gesamtstreuung naherungsweise erhalten bleibt.

Zusammenfassung

Eigenwerte und Eigenvektoren
Eigenraum

Symmetrische Matrizen
Diagonalisieren

Quadratische Formen
Definitheit

Hauptminoren

vV vy vy vV VY VY VY

Hauptkomponentenanalyse

Josef Leydold — Mathematik fiir VW — WS 2017/18

5 — Eigenwerte — 41 /42

Josef Leydold — Mathematik far VW — WS 2017/18

5 — Eigenwerte — 42/42




