Kapitel 15

Kontrolltheorie
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Wirtschaftswachstum

Aufgabe: Maximiere Konsum im Zeitraum [0, T1:

max /OT(1 —s(8) F(k(D)) dt

0<s(t)<1

f(k) ... Produktionsfunktion
k(t) ... Kapitalstock zum Zeitpunkt ¢
s(t) ... Investitionsrate zum Zeitpunkt ¢, s € [0,1]

Wir kénnen nur s(t) zu jedem Zeitpunkt frei wahlen.
s heil3t Kontrollvariable.

k(t) folgt der Differentialgleichung

K(t) =s(t) f(k(t)), k(0) =ko, K(T)=kr
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Olférderung
y(t) ... Olmenge in Olfeld zum Zeitpunkt ¢
u(t) ... Férdermenge zum Zeitpunkt t: v/ (t) = —u(t)
p(t) ... Olpreis zum Zeitpunkt
C(t,y,u) ... Forderkosten
r ... Zinssatz (konstant)

Aufgabe I: Maximiere Gewinn im fixierten Zeitraum [0, T]:

max /OT [p(H)u(t) — C(t,y(£), u(t))]e ™ dt

u(t)>0

Wir kénnen nur u(t) zu jedem Zeitpunkt frei wéhlen, wobei u(t) > 0.

y(t) folgt der Differentialgleichung:

y'(t)=—u(t), y(0)=K, y(T)>0
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Olférderung

Aufgabe I:
Finde Olférderprogramm u(t), dass den Gewinn in einem fixierten
Zeitraum [0, T] maximiert.

Aufgabe II:
Finde Olférderprogramm u(t) und Férderzeit T, dass den Gewinn im
Zeitraum [0, T] maximiert.

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 15 — Kontrolltheorie — 4 /19

Das Standardproblem (T fest)

1. Finde Maximum von
T
max/ f(t,y,u)dt, ueld CR
u Jo
u hei3t Kontrollvariable, {{ ist der Kontrollbereich.
2. Kontrollierte Differentialgleichung (Anfangswertproblem)

v =g(tyu), y0)=uyo

3. Endwert

@ y(T)=wn
(b) y(T) >y1 [oder:y(T) < 1]
(c) y(T) frei

(y, u) heiBt zulassiges Paar falls (2) und (3) erfullt sind.
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Hamiltonfunktion

Analog zur Lagrangefunktion definieren wir die Funktion

H(t,y,u,A) = Ao f(t,y,u) +A(t)g(t, y, u)
Diese Funktion wird als Hamilton-Funktion bezeichnet.
Die Funktion A(t) heiBt die adjungierte Variable.

Die Zahl Ay € {0,1} kann bis auf wenige Ausnahmen gleich 1 gesetzt
werden.

Wir werden daher im folgenden stets Ay = 1 voraussetzen:

H(t,y,u,A) = f(t,y,u) +A(E)g(ty, u)
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Maximumsprinzip

Sei (y*, u*) ein optimales Paar flr das Standardproblem.
Dann existiert eine stetige Funktion A(t), sodass fur alle t € [0, T] gilt:

(i) u* maximiert H bezlglich u, i.e.,
H(t,y*u*,A) > H(t,y*,u,A) furalleu € U

(ii) A erflllt die Differentialgleichung

0
r_ Y * %
A= ay?—l(t,y Ju,A)

(ili) Transversalitiatsbedingung
@ y(T) =y A(T) frei
b) y(T) >y1: AMT) >0 [mitA(T)=0"falls y*(T) > y1]
(¢) y(T)frei:  A(T)=0
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Eine notwendige Bedingung

Das Maximumsprinzip beschreibt eine notwendige Bedingung fir ein
optimales Paar des Standardproblems, i.e., einem zulassigen Paar,
dass dieses dynamische Optimierungsproblem 16st.

D.h., fir jedes optimale Paar l4sst sich so eine Funktion A(f) finden.

Andererseits, falls wir so eine Funktion flr ein zulassiges Paar (y*, u*)
finden kénnen, dann muss (y*, u*) nicht automatisch optimal sein.
Es ist aber ein mdglicher Kandidat fur ein optimales Paar.

(Vgl. die Rolle der stationaren Punkte in statischen
Optimierungsproblemen.)
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Eine hinreichende Bedingung

Sei (y*, u*) ein zulassiges Paar des Standardproblem und A(t) eine
Funktion, die das Maximumsprinzip erfillt.

Falls U konvex und H(t,y,u, A) konkav in (y, u) fur alle t € [0, T] ist,
dannist (y*, u*) ein optimales Paar.
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Vorgangsweise

1. Fur jedes Tripel (f,, A) suche ein (globales) Maximum (¢, y, A)
von H(t,y,u, A) bzgl. u.

2. Lése die Differentialgleichungen

vy =gty a(t,y,A),A)
A= —H,(t,y,4(t,y, 1), A)

3. Finde spezielle Lésungen y* () und A*(t), die die
Anfangsbedingung y(0) = yo bzw. die Transversalitatsbedingung
erfllen.

4. Wir erhalten einen Kandidaten flir ein optimales Paar durch y*(t)
und u*(t) = a(t, y*, A*).

5. Falls U konvex und #(t,y, u, A*) konkav in (y, u) ist, dann ist
(y*, u*) ein optimales Paar.
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Beispiel 1
Wir suchen die optimale Kontrollfunktion u* fir

1
rnax/ y(t)dt, uel01]
0

v =y+u, y0)=0, y(1)frei

Heuristisch:
Die Zielfunktion und damit u sollten mdglichst grof3 sein.
Daher ist u*(t) = 1 fur alle ¢.

Hamiltonfunktion:

H(t,y,u,A) = f(t,y,u) +Ag(t,y,u) =y + Ay +u)
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Beispiel 1

H(t/y/u/)\) - y+)\(y+u>

Maximum # von H bzgl. u:

P 1 fallsA >0,
)0 fallsA <0

Lésung der (inhomogen lineare) DG
AMN=-Hy=—(1+A), A1)=0
= M) =e"t-1

DaA*(t) =e'™f —1>0furallet > 0gilt:  a(t) = 1.
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Beispiel 1

Lése (inhomogene lineare) DG
y=y+i=y+1, y(0)=0
= y(t)=e€ -1

Wir erhalten daher
u (t)y=4a(t) =1

Die Hamiltonfunktion (¢, y, u, A) = y + A(y + u) ist linear und damit
konkav in (v, u).

u*(t) = 1 ist die gesuchte optimale Kontrollfunktion.
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Beispiel 2
Wir suchen die optimale Kontrollfunktion u* fir
T
min/ [ (t) +cu?(t)] dt, ueR, c¢>0
0
y'=u, y(0)=yo, y(T)frei
Wir I6sen das Maximierungsproblem

max /OT — [V2(t) + cu® ()] dt

Hamiltonfunktion:

H(t,y,u,A) = f(t,y,u) +Ag(t,y,u) = —y* — cu® + Au
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Beispiel 2

Maximum 7 von H bzgl. u:

0=H,=-2i+A = #0=4

Lésungen der Differentialgleichungen
IS A
y/ = U = z
AN =—-H, =2y
Durch Differenzieren der zweiten DG erhalten wir

A
M=2y=2% = A -lri=0

[

Die Lésung dieser homogenen linearen DG 2. Ordnung lautet

A*(t) = Cre't + Cpe ™, mit r = %

(i% sind die beiden Nullstellen des charakteristischen Polynoms.)
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Beispiel 2

Anfangswert und Transversalitdtsbedingung liefern

A*(0) = 2y(0) = 2yo
A(T) =0

und somit
T’(Cl — Cz) = 2y0
Cie'T 4+ Ce7T =0
mit der Lésung

— _Zyoe "
Cl - T(EVT—%E*"T)’

rT . ZygErT
C2 - _V(E‘rT+€7VT)
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Beispiel 2

Wir erhalten somit

)\*(t) — _ 2y (efr(Tft) _ er(Tft))

r(eT+e—T)
—r(T—t) _,r(T—t)
() = 10 (0) = yo

* A~ * % % —r(T—t) _,r(T—t)
u*(t) =it y*, A*) = %A (t) = %W
Mittel Hesse-Matrix 1&sst sich leicht priifen, dass die Hamiltonfunktion
H(t,y,u,A) = —y*> — cu®> + Au konkav in y und u ist.

u*(t) _ %E—Y(T—f) 7er(T—t)

HeTre T ist die gesuchte optimale Kontrollfunktion.
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Das Standardproblem (T variabel)

Wenn der Zeitraum [0, T] nicht a priori festgelegt wird, so muss auf3er
der optimalen Kontrollvariable u* auch das optimale Zeitintervall [0, T*]
bestimmt werden.

Die Vorgangsweise ist vollkommen analog zum bereits behandelten
Fall. Allerdings missen wir noch folgende Bedingung zusétzlich zu
(i)—(iii) zum Maximumsprinzip dazufligen:

(iv)
H(T", y™(T7),u* (T*), A(T")) = 0
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Zusammenfassung

Standardproblem
Hamiltonfunktion
Maximumsprinzip

v vV Vv v

Hinreichende Bedingung

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18

15 — Kontrolltheorie — 19/19




