Kapitel 14

Differentialgleichungen

Ein einfaches Modell (Domar)

Im Domar Wachstumsmodell treffen wir die folgenden Annahmen:

(1) Erhéhung der Investitionsrate I(t) erhdht das Einkommen Y (#):

ﬂ = 1 ﬂ (s = konstant)
at s dt N
(2) Verhaltnis von Kapitalstock K () zur Produktionskapazitét « (t) sei
konstant:
t
% =0 (=konstant)
(E) In Gleichgewichtszustand gilt:
Y=«

Frage: Welche Investitionsrate erhalt das Modell fir all Zeiten ¢t > 0 im
Gleichgewicht.
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Ein einfaches Modell (Domar)

Wir suchen eine Funktion I(t), die zu allen Zeiten die
Modellvoraussetzungen und die Gleichgewichtsbedingung erflllt.

Y(t) = «(t) fur alle t impliziert, dass auch Y'(t) = «'(t).
Wir erhalten daher

1 dI ¢

& @ dk @ dK
E*E*QE*QIU)

s dt
oder kurz
= ¢I(t)

Die Gleichung enthalt eine Funktion und deren Ableitung und muss
fur all t gelten. Die Unbekannte dieser Gleichung ist eine Funktion.

Differentialgleichung erster Ordnung

Eine gewohnliche Differentialgleichung (DG) erster Ordnung ist
eine Gleichung in der die Unbekannte eine Funktion in einer Variable ist
und die die (erste) Ableitung dieser Funktion enthalt.

Yy =ay
y+ay=>
y +ay=>by

sind Differentialgleichungen erster Ordnung, die exponentielles,
beschranktes, bzw. logistisches Wachstum beschreiben.

Allgemein
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Lésung des Domar Modells

Durch Umformung der Differentialgleichung erhalten wir

Diese Gleichung muss fiir alle t gelten:

In(I) :/%:ﬂ: /I(l—t)l’(t)dt: /Qsdt:qst+c

Substitution: I =1I(t) = dI=1I(t)dt

Wir erhalten daher

[(f) =& e = Ce®™  (C>0)

Allgemeine Lésung

Alle Ldsungen der DG I’ = gsI  lassen sich darstellen als

I(t) = Ce®t (C>0)
Diese Darstellung heif3t die allgemeine Lésung der DG.

Wir erhalten unendlich viele verschiedene Lésungen!

Wir kénnen uns von der Glltigkeit der Lésung durch Probe Uiberzeugen:

dl

n =0s-Ce® =gs-I(t)
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Anfangswertproblem

In unserem Modell ist die Investitionsrate zum Zeitpunkt t = 0 (,jetzt")
bekannt. Wir erhalten somit zwei Gleichungen:

I'(t)y=o0s-1
1(0) = Ip

Wir miissen daher eine Funktion I(t) finden, die sowohl die DG als
auch den Anfangswert erfillt, i.e., wir miissen das sogenannte
Anfangswertproblem I6sen.

Wir erhalten die spezielle Losung des Anfangswertproblems durch
Einsetzen in die allgemeine Lésung.

Lésung des Domar Modells

Die speziell Ldsung des Anfangswertproblems

I'(ty=o0s-1
1(0) = Iy

erhalten wir durch Einsetzen in die allgemeine Lésung:
Iy=I1(0)=Ce*’ =C

und daher

I(t) =1y ot

Io
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Eine graphische Interpretation

Die Gleichung y' = F(t,y) ordnet jedem Punkt (¢, ) den Anstieg der
Tangente zu. Wir erhalten ein sogenanntes Vektorfeld.
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Trennung der Variablen

Differentialgleichungen der Form

lassen sich formal durch Trennung der Variablen I6sen:
dy 1
— = f(t)- = ——dy = f(t)dt
iV ORC) 2y =f

Integration auf beiden Seiten ergibt

1
— dy = / () dt +c
/ g™ . f
Wir erhalten dadurch eine Lésung der DG in impliziter Form.

Die DG des Domar Modells haben wir mit dieser Methode geldst.
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Beispiel — Trennung der Variablen

Wir suchen die Losung der DG

¥ +tyP =0
Trennung der Variablen:
dy 2 dy
— = —t = —— =tdt
dt Y y?

Integrieren ergibt
d 1 1
—/—Z:/tdurc = ~=:P+tc
Jy y 2
und wir erhalten die allgemeine Lésung

2
vt = a5

Beispiel — Anfangswertproblem

Wir suchen die Losung des Anfangswertproblems

v+t =0, y(0)=1

Spezielle Lésung durch Einsetzen:

2
1=y0 =G

und daher
2

W=a
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Lineare DG erster Ordnung

Ein lineare Differential Gleichung erster Ordnung hat die Gestalt

y (&) +at)y() =s(t)

» homogene DG, falls s = 0.
» inhomogene DG, falls s # 0.

Homogene lineare DG lassen sich durch Trennung der Variablen l&sen.

Beispiel - Homogene lineare DG

Wir suchen die allgemeine Lésung der homogenen linearen DG

y 4382y =0

Trennung der Variablen

%:—Stzy = idy:—Stzdt = Iny=-+c

Die allgemeine Lésung lautet daher

3

y(t) =Ce
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Inhomogene lineare DG erster Ordnung
Wir wollen hier nur den Fall betrachten, in dem die Koeffizienten a und s

der DG konstant und ungleich 0 sind.
y'(t) +ay(t) =s

Wir erhalten dann die allgemeine Lésung als

s
=Ce =
a

y(t)

Fur das Anfangswertproblem

y'(t)+ay(t)=s, y(0)=yo
erhalten wir die spezielle Lésung
L S
y) =(o—9 e +y mitg=-

Beispiel — Inhomogene lineare DG

Wir suchen die Lésung des Anfangswertproblems

¥ —-3y=6 y(0)=1

Wir erhalten
S

y_:E:
vy =@o—Pe " +5=01-2)e¥+2=¢%+2

[SS o)

=2

Die spezielle Lésung lautet daher

y(t) =¥ +2
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Modell — Marktdynamik

Nachfrage- und Angebotsfunktion seien linear:
qa(t) = a — Bp(t) (a,>0)
gs(t) = =y +dop(t)  (7,6>0)

Die Preisanpassung sei direkt proportional zur Differenz (g; — gs):

d . ;
F=i@®-am) (>0
Wie entwickelt sich der Preis p(t) in Laufe der Zeit?
d ) :
F=i(0a—a) = j(a—pp—(=v+0p)

=jlat+7)—j(B+d)p
und wir erhalten die inhomogene lineare DG erster Ordnung

P8+ (B+0)p(t) =j(a+7)

Modell — Marktdynamik

Die Lésung des Anfangswertproblems

pi()+j(B+o)pt)=jla+7),  p0)=po
lautet _
p(t) = (po—p)e TP 1+ p
mit
s _jlaty) _aty
P T i(B+o)  B+o

p ist gerade der Preis
im Marktgleichgewicht.
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Logistische Differentialgleichung

Eine logistische Differentialgleichung hat die Form
y'(t) —ky(t) (L—y(t) =0

wobei k > 0und 0 < y(t) < L.

Y()—kLy(t) =0 = y(t) =~ Cel!
Y () +kLy(t) ~kL?> = y(t)~L—Ce <!

> y=0:
» y~L:

CekLt

/Licg—kLt

Logistische Differentialgleichung

Die exakte Lésung diese DG kann durch Trennung der Variablen
gefunden werden. Wir erhalten:

(t)*;
YW =15 Cetr

Alle Lésungen haben einen Wendepunkt in y = %
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Beispiel

In einer Stadt mit 8100 Einwohnern ist eine Grippeepidemie
ausgebrochen. Als die Grippewelle erkannt wird, sind bereits 100
Personen infiziert. 20 Tage spéter sind es bereits 1000. Es wird
erwartet, dass alle Einwohner infiziert werden.

Beschreiben Sie den Verlauf der Grippeepidemie.

Wir verwenden eine logistische DG mit L = 8100.
q(t) sei die Anzahl der Infizierten,

wobei g(0) = 100 und ¢(20) = 1000.

Die allgemeine Lésung der DG lautet

8100
q(t) = 5 T C o 5100k

Wir missen k und C bestimmen.

Beispiel

8100
—— =100
1+C

8100

1+80 ¢—8100-20k

g(0)=100 = = C=80

g(20) = 1000 = =1000 = k= 0,00001495

Die Ausbreitung der Epidemie kann beschrieben werden durch die

Funktion
8100

1) = T g0e 017
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Differentialgleichungen 2. Ordnung

Eine gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung ist eine
Gleichung in der die Unbekannte eine Funktion in einer Variable ist und
die die erste und zweite Ableitung dieser Funktion enthélt:

y' =FEtyy)

Wir beschranken uns hier auf lineare Differentialgleichungen zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

| v/ () + a1y () +ay(t) = |

Homogene lineare DG 2. Ordnung

Wir erhalten allgemeine Lésung der homogenen linearen DG
y'(H) +ary (t) +aay(t) =0

mit dem Ansatz
y(t) =ceM

wobei die Konstante A die sogenannte charakteristische Gleichung

erfullen muss:
MiaA+a=0

Diese Bedingung folgt unmittelbar aus

V) +ay () +ary(t) = A2CeM o ACeM +ayCeM
=CMA2+mA+a)=0

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 14 - Differentialgleichungen — 23 /41

Josef Leydold — Mathematik far VW — WS 2017/18 14 - Differentialgleichungen — 24 /41




Charakteristische Gleichung

Die charakteristische Gleichung
A2 +mA+a; =0

hat die Losungen

Es gibt drei Falle:

2
1. 9 — a, > 0: zwei reelle Lésungen
{lZ . -
2. 7} —ap = 0: eine reelle Lésung
ﬂz . . -
3. 7 —az < 0:zwei komplexe (nicht reelle) Lésungen

2
Fall: 7 —a, >0

Die allgemeine Lésung der homogenen DG lautet

Aqt Aot
CreM + Cre™t,

y(t) =
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Beispiel

Wir suchen die allgemeine Lésung von
v =y -2y=0
Die charakteristische Gleichung
A2—A-2=0

hat die beiden reellen Lésungen
/\1: —1 und /\2:2

Die allgemeine Lésung der homogenen DG lautet daher
y(t) =

Cle’t + CzEZt

2
Fall: 7 —a, =0

Die allgemeine Lésung der homogenen DG lautet

y(t) = (C1+Cat)eM, mit A=-2

Von der Giiltigkeit der Losung t e kann man sich durch Nachrechnen
Uberzeugen.
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Beispiel

Wir suchen die allgemeine Lésung von
Y +4y +4y =0
Die charakteristische Gleichung
AM+4A+4=0
hat die einzige (reelle) Lésung
A=-=-2
Die allgemeine Lésung der homogenen DG lautet daher

y(t) = (C1+ Cat) e

2
Fall: 1 —a, <0

2
\/ % — ay ist in diesem Fall nicht reell (sondern eine imaginare Zahl).

Aus den Rechenregeln fir die komplexen Zahlen lasst sich aber eine
rein reelle Lésung herleiten:

y(t) = e [Cy cos(bt) + Cy sin(bt)]

a

a=-72 wund b=

4

mit ﬂz‘

Es sei darauf hingewiesen, dass a gerade der Realteil der Losung der
charakteristischen Gleichung ist, und b der Imaginarteil. Wir kdnnen
aber hier nicht auf das Rechnen mit komplexen Zahlen eingehen.
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Beispiel

Wir suchen die allgemeine Lésung von

y'+y +y=0
Die charakteristische Gleichung
AMHA+1=0
hat keine reellen Lésungen, da 4 —ay = % =—3 3 <0ist.
2
a= 7%1 = 7% / %1 _ az \/7 @

Die allgemeine Lésung der homogenen DG lautet daher

y(t) =e 2! {Cl cos (‘/7§t) + Cysin (?t)]

Inhomogene lineare DG 2. Ordnung

Die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen DG
y'() +ay (H) +ary(t) =

hat die Form (falls a, # 0)

wobei yy,(t) die allgemeine Lésung der entsprechenden homogenen
DG ist:

yi (8) +aryy,(8) + a2y (t) =0
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Beispiel

Wir suchen die allgemeine Lésung der inhomogenen DG
y'()+y (1) —2y(t) = ~10
Die charakteristische Gleichung der homogenen DG
AM+A-2=0
hat die beiden reellen Lésungen
AM=1 und A, =-2

Die allgemeine Lésung der inhomogenen DG lautet daher

—-10
y(t) = CreM + CreM + :—2 =Gt +Cre 2t =

Anfangswertproblem

Alle allgemeinen Ldsungen enthalten zwei unabhangige Koeffizienten
C] und Cz.

Fir das Anfangswertproblem missen wir daher zwei Werte vorgeben:

Y'(8) +ary'(t) +aay(t) =s
y(t) = vo
¥ (b)) = o
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Beispiel

Wir suchen die spezielle Lésung des Anfangswertproblems

y'(8) +y' () - 2y(t) = —10, y'(0)= -2

Die allgemeine Lésung der DG lautet

y(0) =12,

y(t) = Cre + Cre 2 +5
y(t)=Cre —2C e

Durch Einsetzen der Anfangswerte erhalten wir die Gleichungen

12 =y(0) = C; + Coe™*
2=y(0) = C, —2G

mit der Lésung C; = 4 und C; = 3. Die spezielle Lésung lautet daher

y(t) = 4e' +3¢7% 45

Fixpunkt einer Differentialgleichung

Die inhomogene lineare DG
Y1) +ary/(t) +azy(t) =
besitzt die spezielle konstante Lésung

y(it) =9y= = (= konstant)

az

Der Punkt 7 heiBt Fixpunkt oder stationérer Zustand der DG.
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Stabile und instabile Fixpunkte

Der Wert von a bestimmt das qualitative Verhalten der Lésung

y(t) = e" [C1 cos(bt) + Cy sin(bt)] + 7

a>0
instabiler Fixpunkt

a<0
stabiler Fixpunkt

Asymptotisch stabiler Fixpunkt

Falls a < 0, dann konvergiert jede Lésung
y(t) = " [Cy cos(bt) + Cy sin(bt)] + 7

gegen 7. Der Fixpunkt i7 hei3t asymptotisch stabil.
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Asymptotisch stabiler Fixpunkt

Falls 2 > 0, dann wird jede Lésung
y(t) = " [C1 cos(bt) + C; sin(bt)] + 7

mit Anfangswert (0) = o # ¥ divergieren.
Der Fixpunkt 77 heiB3t instabil.

Beispiel
Die allgemeine Lésung von
Vi+y+y=2
lautet (vgl. oben)
y(t) =2+ 2t {Cl cos (‘/TSt) + Casin (@tﬂ

Der Fixpunkt 7 = 2 ist asymptotisch stabil, da a = f% < 0.
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Zusammenfassung

» Differentialgleichung 1. Ordnung

» Vektorfeld

» Trennung der Variablen

» Homogene und inhomogene lineare DG 1. Ordnung
» Logistische DG

» Homogene und inhomogene lineare DG 2. Ordnung
» Stabile und instabile Fixpunkte
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