Kapitel 12

Lagrange-Funktion
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Optimierung unter Nebenbedingungen

Aufgabe:
Berechne die Extrema der Funktion
f(x,y)
unter der Nebenbedingung
g(x,y) =c

Beispiel:
Wir suchen die lokalen Extrema der Funktion

flxy) =22 +2y°
unter der Nebenbedingung

gxy)=x+y=3
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Graphische Lésung

Im Falle von zwei Variablen kénnen wir das Problem graphisch ,l6sen®.

1. Zeichne die Nebenbedingung g(x,y) = c in die xy-Ebene ein.
(Kurve in der Ebene)

2. Zeichne ,geeignete” Niveaulinien der zu optimierenden Funktion
f(x,y) ein.

3. Untersuche an Hand der Zeichnung welche Niveaulinien den
zulassigen Bereich schneiden und bestimme die ungefahre Lage
der Extrema.
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Beispiel — Graphische Losung

| |

Minimum in (2,1)

=
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Extremavon f(x,y) = x> +2y? gegeben g(x,y) =x+y =3
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Lagrange-Ansatz

Sei x* ein Extremum von f(x,y) gegeben g(x,y) = c.
Dann missen V f(x*) und Vg(x*) proportional sein:

Vf(x) = AVg(x)

wobei A eine geeignete Proportionalitdtskonstante ist.

fx(X) = A gx(x7)

fy(x7) = A gy(x7) £
glx) =c X
Umformen ergibt Vf

fo(x?) = Agx(x?) =0
fy(x) = Agy(x) =0
c—g(x¥ =0
Linke Seite ist Gradient von L(x,y;A) = f(x,y) + A (c — g(x,y))
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Lagrange-Funktion

Wir erzeugen uns aus f, ¢ und einer Hilfsvariablen A eine neue
Funktion, die Lagrange-Funktion:

L(x,y;A) = f(x,y) +A(c—g(xy))

Die Hilfsvariable A hei3t Lagrange-Multiplikator.

Lokale Extrema von f gegeben g(x,y) = c sind kritische Punkte der
Lagrangefunktion L:

ﬁx:fx_}\gx =0
Ly=fy—Agy =0
Ly=c—g(xy)=0
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Beispiel — Lagrangefunktion
Wir suchen die lokalen Extrema der

flx,y) =x*+2y*> gegeben  g(x,y) =x+y=3

Lagrangefunktion:

L(x,y,A) = (x* +2y*) + A3 — (x +v))
Kritische Punkte:
Ly=2x—A =0
L,=4y—A =
Lry=3—-x—y =0

= einziger kritischer Punkt: (xo; Ag) = (2,1;4)
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Geranderte Hesse-Matrix

Die Matrix

0 & &y
I:I(X/'/\): x Ly Exy

8y Lyx Ly

hei3t gerédnderte Hesse-Matrix.

Hinreichende Bedingung fiir lokales Extremum:

Sei (xo; Ag) ein kritischer Punkt von L.
» |H(xop;Ao)| >0 = xoist lokales Maximum
» |H(xp;A0)| <0 = x ist lokales Minimum
» |H(xp;A0)| =0 = keine Aussage méglich
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Beispiel — Geranderte Hesse-Matrix

Wir suchen die lokalen Extrema der
flx,y) =x>+2y* gegeben g(x,y)=x+y =3

Lagrangefunktion:  £(x,y,A) = (x> +2y?) + A(3 —x — y)
Kritischer Punkt: (xo; Ag) = (2,1;4)
Determinante der geranderten Hesse-Matrix:
8x &y 011
[H(x0; Ao)| = |gx  Lox Lywl=11 2 0|=-6<0
Sy Lyx Lyy 1 0 4

= xp = (2,1) ist ein lokales Minimum.
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Viele Variablen und Gleichungen

Berechne die Extrema der Funktion

flxq,...,xn)

unter den Nebenbedingungen

gl(xl/---rxn)zcl
: (k < n)

gk(xll e ,Xk) = Ck
Optimierungsproblem: min / max f(x) gegeben g(x) = c.

Lagrange-Funktion

LM, ..., ) = f(x) + Z/\i(ci - 8i(x))
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Vorgangsweise — Kritische Punkte

1. Stelle Lagrange-Funktion £ auf:

E(xl,...,xn;/\l,...,Ak)
k

:f(xl,...,xn)—i-Z/\i (ci —gi(x1,...,xn))

i=1

2. Berechne die ersten partiellen Ableitungen von L.

3. Setze alle ersten partiellen Ableitungen gleich Null und I6sen das
so entstandene Gleichungssystem mit #n + k Unbekannten in
n + k Gleichungen.

4. Die ersten n Komponenten (x1, ..., x,) sind die Koordinaten der
gesuchten kritischen Punkte.
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Beispiel — Kritische Punkte

Wir suchen die kritischen Punkte von
flxy, x0,x3) = (x1 —1)% + (x2 —2)> +2x3
unter den Nebenbedingungen
X1+2x =2 und x—x3=23

Lagrange-Funktion:

E(XLXQ,X;;; /\1,/\2) = ((Xl — 1)2 + (XQ — 2)2 + 2x§)
—|—)L1 (2—x1—2x2)+A2(3—x2+x3)
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Beispiel — Kritische Punkte

Partielle Ableitungen (Gradient):

Lo =2(x1—1)— M =0

Ly, =2(x—2)—2A1—Ay =0

['x3 =4x3+ Ay =0

Ly =2—x1—-2x =0

£A2:3—XZ+X3 =0
Die kritischen Punkte von £ erhalten wir durch Nullsetzen der ersten
partiellen Ableitungen: (lineares Gleichungssystem)

n=-35n=0un=-"1="2 =%

Der einzige kritische Punkt von f unter dieser Nebenbedingungen ist
somit
X = (—

=

_uy,

NIy

v
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Geranderte Hesse-Matrix

081 981
O o O E ... m
0, 9,
_ o ... 0 Gd 0 ok
. _ dx1 ax;
H(x/ A‘) - 8g1 agk £ ﬁ !
%, ' om X% - - - X1%n
981 98k
N (S T

Sei B,(x; A) der (k + r)-te fihrende Hauptminor von H(x; A).
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Hinreichende Bedingung

Sei (xo; Ag) ein kritischer Punkt von L.

» (—=1)FB,(x0;A0) > Ofiraler =k+1,...,n
= X ist lokales Minimum

» (—=1)"B,(xp;A0) >Oftraller=k+1,...,n
= X ist lokales Maximum

(n ist die Anzahl der Variablen x; und
k ist die Anzahl der Nebenbedingungen.)
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Beispiel — Hinreichende Bedingung

Suchen Extremavon  f(x1,%2,x3) = (x1 — 1)2+ (x2 — 2)? + 23
unter den Nebenbedingungen X1+2x =2 und xp—x3=23

Lagrange-Funktion:
L(x1,%2,x3;A1,A2) = ((x1 — 1)2 + (x2 —2)2 +2x3)
+ Aq (2—3{1 —ZJCZ) +A2(3—X2+X3)

Kritischer Punkt von L:

— 6 __ 10 _ 11. _ 26 __ 44
X1=—3X0=7,X3=—7;M=—-2, =%
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Beispiel — Hinreichende Bedingung

Geranderte Hesse-Matrix:

0 0 12 0
0 0 01 -1
HxA)=|1 0 2 0 0
2 1 02 0
0 -1 0 0 4

3 Variablen, 2 Nebenbedingungen: n =3, k=2 = r=3
B; = |H(x;A)| =14

*B, = (—1)’B3 =14 >0 Bedingung erfillt

(—=1)"B, = (—=1)3B3 = —14 <0 nicht erfillt

—~
|
—_
~—

Der kritische Punkt xo = (—§, 3, — 1 ist ein lokales Minimum.
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Globale Extrema

Sei (x* A¥) ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion £ des
Optimierungsproblems

min / max f(x) gegeben g(x) =c

Falls £(x, A) konkav (konvex) in x ist, dann ist x* ein globales
Maximum (globales Minimum) von f(x) gegeben g(x) = c.
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Beispiel — Globale Extrema

(x*,y% A% = (2,1;4) ist ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion
des Optimierungsproblems

min / max f(x,y) = x>+ 2y*> gegeben g¢(x,y) =x+y =3

Lagrangefunktion:
L(x,y,A) = (2+2y%) +4-3—(x+y))
Hesse-Matrix:

20 H =2 >0
Ha(x/y)=< ) !

0 4 H, =8 >0
L ist konvex in (x, y).

(x*y*) = (2,1) ist ein globales Minimum.
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Beispiel — Globale Extrema
(A = (5, B - -3, 4)
ist ein kritischer Punkt der Lagrange-Funktion des
Optimierungsproblems
min / max f(x1,x2,%3) = (x1 —1)2+ (x2 —2)2+ 23
gegeben  g1(x1,x2,x3) = x1 +2x =2
Q(x1,x2,x3) =xp —x3=3

Lagrangefunktion:

LGA) = ((x1—1)2+ (x2 —2)2+2x3)
—%(2—3(1—23(2)4—%(3—9(24—9@)
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Beispiel — Globale Extrema

Hesse-Matrix:

200 Hi=2 >0
Hy(x,y)= [0 2 0 Hy=4 >0
00 4 Hy=16 >0

L ist konvex in x.

x* = (—$%,2, — 1) ist ein globales Minimum.

7

NIy
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Interpretation des Lagrange-Multiplikators

Die Lage des Extremums x* des Optimierungsproblems
min / max f(x) gegeben g(x) =c
hangt von ¢ ab, x* = x*(c), und somit auch der Extremalwert von f:
fi(e) = f(x¥(c))

Wie andert sich f*(c) mit ¢?

9 (¢) = A%(e)

. j
8c]

Der Lagrange-Multiplikator A; gibt also an, wie sich der Extremalwert
andert, wenn die Konstante c; der Nebenbedingung g;(x) = ¢;
verandert wird.
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Herleitung

Im Optimum stimmen £ und f Uberein. Daher ist

af (C) = aﬁ(x (C)'A(C)) [ Kettenregel ]
aC]' Bc]»

i ox(c) 9L(x,c)
=) Ly(xT(e),Alc)) - ——+
L ;,_, oc; 9 (o) A(0))

da kritischer Punkt

dL(x, )

9 | (x(e)2%(e))
9 k N
= 50 (100 Liter = ix))

(x*(c),A"(c))
= A0)
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Beispiel — Lagrange-Multiplikator
(x%y*) = (2,1) ist ein Minimum des Optimierungsproblems

min / max f(x,y) = x*>+2y> gegeben g¢(x,y)=x+y=c=3
mit A* = 4.
Wie andert sich der Minimalwert f*von f, wenn sich c &ndert?

daf* .
dc A=
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Umhillungssatz (Envelope-Theorem)

Wie andert sich das Extremum f*des Optimierungsproblems
min / max f(x,p) gegeben g(x,p) =c

wenn sich der Parameter (die exogene Variable) p &ndert?

of(p) _ 9L(x,p)
op; i e(p)rp))
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Beispiel — Roys Identitat
Maximiere Nutzenfunktion
max U(x) gegeben p'-x=m
Maximaler Nutzen hé&ngt von Preisen p und Einkommen m ab:

u*=u*(p,m) [ indirekte Nutzenfunktion ]

Lagrange-Funktion  L(x,A) = U(x) + A (m — p' - x)

ou* L s ou* oL .,
:—:—/\xj und =—=A
dp;  9p; om  dm
und somit
au* /ap;
X:; = —————= [ Marshallsche Nachfragefunktion ]
/ au*/om
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Beispiel — Shephards Lemma

Minimiere Ausgaben
min p'-x=m gegeben U(x) =1
(Minimale) Ausgabenfunktion hangt von p und ii ab: e = e(p, if)

Lagrange-Funktion L(x,A) =p'-x+ A (i1 — U(x))

de oL
= = X; [ Hicks’sche Nachfragefunktion ]

w op
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