Kapitel 11

Extrema
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Konvexe Menge

Eine Menge D C IR" heif3t konvex, wenn flir zwei beliebige Punkte
X,y € D auch die Verbindungsstrecke dieser Punkte in D liegt, d.h.

(1—h)x+hyeD  furalleh € |0,1], undx,y € D

® % J

nicht konvex:
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Durchschnitt konvexer Mengen

Seien 54, ..., S konvexe Teilmengen des IR"”, dann ist auch der
Durchschnitt 51 N ... N S5, konvex.

Die Vereinigung zweier konvexer Mengen muss nicht konvex sein.

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 11 — Extrema — 3/52



Beispiel — Halbraume

Seien p € R" und m fest, p # 0. Dann beschreibt
H={xcR":p'-x=m}
eine Hyperebene, die den IR" in die zwei Halbraume

Hy ={xeR":p'-x>m}
H ={xeR":p'-x<m}

teilt. Die Mengen H, H, und H_ sind konvex.

Sei x ein Gutervektor, p der entsprechende Preisvektor und m das
verfigbare Einkommen. Dann ist die Budgetmenge konvex:

{x e R": p'-x <m, x>0}
={x:pl-x<min{x:x; >0}N...N{x: x, >0}
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Konvexe und konkave Funktionen

Eine Funktion f heiBt konvex in D C IR", falls D konvex ist, und

fAAI=h)xi+hx) < (1=h) f(x1) +hfx)

fir alle x1,x, € D und alle h € |0, 1].
Die Funktion f hei3t konkav in D C IR", falls D konvex ist, und

fAA=h)xi +hxp) 2 (1 =h) f(x1) + 1 f(x2)

fir alle x1,x2 € Dund alle h € [0,1].

A

konvex

| konkav |
> a —

X1 X2 X1 X2

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 11 — Extrema — 5/52



Streng konvexe und streng konkave Funktionen

Eine Funktion f heif3t streng konvex in D C IR", falls D konvex ist,
und

fAA=h)xi +hxp) < (1 =) f(x1) + 1 fx)

fir alle x1,x, € D mitx; # xp und alle i € (0,1).

Die Funktion f heif3t streng konkav in D C R", falls D konvex ist, und

fAA=h)xi +hx) > (1 =h) f(x1) + 1 f(x2)

fir alle x1,x, € D mitx; # xp und alle h € (0,1).
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Beispiel — Lineare Funktion

Sei a € IR" konstant.
Dann ist f(x) = a’ - x eine lineare Funktion und es gilt:

f((1—=h)xy+hxp) =a'- ((1—h)x;+hxo)

= (1—h)at-x1—|—hat-x2
= (1=h) f(x1) +h f(x2)

D.h., f ist sowohl konkav als auch konvex.

Die lineare Funktion ist aber weder streng konkav noch streng konvex,
da die Ungleichung niemals strikt ist.
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Beispiel — Quadratische Funktion in einer Variable

Die Funktion f(x) = x ist streng konvex:

flA=h)x+hy)—[(1—h) f(x) +hf(y)]
= ((1=h)x+hy)> = [(1—h)x* + hy?]
= (1-h)?x*+2(1—h)hxy+h*y*— (1 —h)x*> —hy?
= —h(1—h)x>+2(1 —h)hxy — h(1 — h) y?
b1 h) (x— y)?
<0 firx=yund0 < h <1

Also
fLA=h)x+hy) < (T —h)f(x) +1f(y)
furallex #yund0 < h < 1.

D.h. f(x) = x? ist streng konvex.
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Eigenschaften

» Falls f(x) (streng) konvex ist, dann ist — f (x) (streng) konkav
(und umgekehrt).

» Falls f1(x), ..., fr(x) konvex (konkav) und a1, ..., a; > 0 ist,
dann ist auch

g(x) = ayf1(x) + - - + agfr(x)

konvex (konkav).

» Falls (zumindest) eine der Funktionen f;(x) streng konvex (streng
konkav) ist, dann ist auch g(x) streng konvex (streng konkav).
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Eigenschaften

Fir eine differenzierbare Funktion f gilt: A

» f ist konkav genau dann, wenn ?\

f(x) = f(x0) < Vf(xo) - (x = x0) ; :

X0

d.h., der Funktionsgraph liegt immer unterhalb der Tangente.

> f ist streng konkav genau dann, wenn

f(x)— f(x0) < Vf(xo) - (x—xp)  flralle x # xg

» f ist konvex genau dann, wenn )
f(x) — f(x0) > V f(x0) - (x — x0) \/Z

(Analog fUr streng konvexe Funktion.)

Ny
7

X0
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Quadratische Form

Sei A eine symmetrische Matrix und ga (x) = x' Ax die entsprechende
quadratische Form.

Wir kdnnen A diagonalisieren, d.h., es gibt eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren, sodass A zur Diagonalmatrix D aus Eigenwerten wird.

Wenn ¢ der Koordinatenvektor von x bezuglich dieser Basis ist, dann ist

ga(x) = C%)\l + C%Az 4+ .+ cfl)\n

» Wenn alle Eigenwerte A; > 0 sind, dann ist g4 eine Summe von
konvexen Funktionen und damit selbst konvex.

» Wenn alleA; < 0 sind, dann ist g4 konkav.

» Wenn es Eigenwerte A; > 0und A; < 0, dann ist g5 weder
konvex noch konkav.
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Quadratische Form

FOr eine quadratische Form g gilt:

» Streng konvex positiv definit
» Konvex positiv semidefinit

» konkav

&
<

» Streng konkav < negativ definit
& negativ semidefinit
=

» weder noch indefinit

Die Definitheit von A kann festgestellt werden mit Hilfe
» der Eigenwerte von A, oder
» der (allgemeinen) Hauptminoren von A.
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Beispiel — Quadratische Form

2 1 0
SeiA= 1|1 3 -1]. Die Hauptminoren lauten:
0 —1 2
Hi =2 >0
2 1
Hy, = =5 >0
1 3
2 1 0
Hy=]Al=]1 3 -1|=8 >0
0 —1 2

A ist daher positiv definit.
Die quadratische Form g4 ist somit streng konvex.
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Beispiel — Quadratische Form

-1 O 1
SeiA=|1 0 -4 2 |. Allgemeinen Hauptminoren:
1 2 =2
H = -1 H, = —4 Hy = -2
" —1 0 ~ -1 1 ~ —4 2
Hq, = =4 Hij3= =1 Hyj= — 4
1,2 0 14 1,3 1 _o 2,3 5 o
-1 0 1 H; <0
1:11 23 — 0 —4 21 =0 I:Ii,]' Z 0
1 2 =2 Hips <0

A ist daher negativ semidefinit.
Die quadratische Form g4 ist somit konkav (aber nicht streng konkav).
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Krummung differenzierbarer Funktionen

Sei f: D C R" — R mit Taylorreihenentwicklung
f(xo+h) = f(x0) + Vf(xo) -h+3h"-Hf(xo) - h

Die Hesse-Matrix H¢(xo) bestimmt die Kriimmung von f in der Nahe
des Entwicklungspunkts xg.

» H(xo) positiv definit = f streng konvex um xg
» H¢(xo) negativ definit =- f streng konkav um xg

» H(x) positiv semidefinit fir allex € D < f konvex in D
» H(x) negativ semidefinit fir alle x € D < f konkav in D
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Vorgangsweise — streng konvex

1. Berechne Hesse-Matrix

/fxlxl(x) fx1x2(x) fxlxn(x)\

Hf(x): fxzx?(x) fxzx:z(x) fxzx?(x)

\fxnﬂq (%) fraxm(x) -+ fxnxn(x))
2. Berechne die (fUhrenden) Hauptminoren H,.

3. » f streng konvex << alle H, > 0 far (fast) alle x € D
» f streng konkav < alle (—1)*H, > 0 fiir (fast) alle x € D

[ (=1)¥H, > 0 heiBt: Hy, Hs,... < 0und Hy, Hy,... > 0]

4. Andernfalls ist f in D weder streng konvex noch streng konkav.
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Vorgangsweise — konvex

1. Berechne Hesse-Matrix

(fxlxl(x) fx1x2(x) fxlxn(x)\

Hf(X)Z fxle(x) fxzxz(x) fxzx;f(x)

\fxnm fanz() fxnxn(x))

2. Berechne die allgemeinen Hauptminoren I:L-Lm,ik.

3. » fkonvex & alleH; ;>0 fir alle x € D.
» f konkav < alle (—1)*H; . ; >0 firalle x € D.

4. Andernfalls ist f in D weder konvex noch konkav.

Offensichtlich ist jede streng konkave (konvexe) Funktion auch konkav
(bzw. konvex).
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Beispiel

Ist die Funktion (streng) konkav oder konvex?

flx,y) = x4+x2—2xy+y2

12x*+2 —2
1. Hesse-Matrix: H¢(x) = ( © )

—2 2
2. Hauptminoren:
Hy =12x*+2 >0
H, = |H¢(x)| =24x* >0 faralle x # 0.

3. Alle Hauptminoren > 0 flr (fast) alle x
= f ist streng konvex. (und damit auch konvex)
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Beispiel — Cobb-Douglas Funktion

Sei f(x,y) = x*yP mita, 3 >0unda + B < 1,
und D = {(x,y): x,y > 0}

Hesse-Matrix an der Stelle x:

H, (x) = a(a —1)x* 2P afxtlyP1
PET apatypt pp—1)xtyp?

Allgemeine Hauptminoren:

H= a (a—1)x*%F <0
S
>0 <0 >0

H= g (B—1) x%yf <0
PPN /- y

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 11 — Extrema — 19/52



Beispiel — Cobb-Douglas Funktion

Hip = [Hf(x)]
(o —1)x"2yP - B(B— 1) x*yP~2 — (afx*TyP1)?
“(“_1) (IB )x20¢ —2 218 2 2152 xZw—ZyZﬁ—Z

=apl(a—1)(B—1) - wﬁ] xRy
0(,5 (1—a—ﬁ)x2“2252 ZO
S~ -

N N

>0 >0 >0

H; <0 und H, <0,und Hy, > 0 firalle (x,y) € D
f(x,vy) ist daher konkav in D.

Fir0 < a,f < 1lunda+ B <1 gilt sogar:
Hy = H; <0 und H, = [H¢(x)| > 0 fiir fast alle (x,y) € D.

f(x,vy) ist dann sogar streng konkav.
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Globales Extremum (Optimum)

Ein Punkt x* heif3t globales Maximum (absolutes Maximum) von f,
falls fir alle x € Dy gilt:
f(x) = f(x)

Ein Punkt x* heif3t globales Minimum (absolutes Minimum) von f, falls

far alle x € Dy gilt:
f(xX7) < f(x)

s globales Maximum

kein globales Minimum
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Lokales Extremum (Optimum)

Ein Punkt x¢ hei3t lokales Maximum (relatives Maximum) von f, falls
far alle x in einer geeigneten Umgebung von xg qilt:

f(x0) = f(x)

Ein Punkt xg heil3t lokales Minimum (relatives Minimum) von f, falls
far alle x in einer geeigneten Umgebung von xq gilt:

lokales Maximum W

f(x0) < f(x)

- lokales Maximum
= globales Maximum

“— lokalesWlinimum
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Kritischer Punkt

In einem (lokalen) Maximum oder Minimum muss jede
Richtungsableitung und damit auch der Gradient gleich Null sein.

Ein Punkt xg heif3t kritischer Punkt (oder stationdrer Punkt) einer
Funktion f, wenn

Vf(X()) = (

Notwendige Bedingung:

Jedes Extremum von f ist ein kritischer Punkt von f.
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Globales Extremum

Hinreichende Bedingung:

Sei xq ein kritischer Punkt einer konkaven (oder konvexen) Funkii-
on f. Dann ist xq ein globales Maximum (bzw. globales Minimum)
von f.

Falls f streng konkav (oder konvex) ist, dann ist das Extremum
eindeutig bestimmit.

Die Aussage folgt unmittelbar aus den Eigenschaften (streng) konkaver
Funktionen. Flr alle x # xq gilt

f(x) = f(x0) < Vf(x0)  (x—=x%0) =0-(x—x) =0
und somit

f(x0) > f(x)
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Beispiel™

Sei f(x) =e* —2x.

Die Funktion ist streng konvex:

fi) = e =2

f"(x)=e* >0 farallex € R

Kritischer Punkt:
f'llx)=e*—2=0 = x9g=1In2

xp = In 2 ist das (eindeutig bestimmte) globale Minimum von f.
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Beispiel

Sei f: D=[0,00)2 > R, f(x,y) =4xiyi —x—y

Hesse-Matrix an der Stelle x:

Kritischer Punkt:  Vf = (x~yi —1,xiy~ 1 —1) =0
fx p— x_%yéli — 1 p— O
1 3

= x9=1(1,1
fy:ny_I—lz() 0 ( )

Xo ist das globale Maximum von f.

f ist streng konkav in D.
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Beispiel — Lokale Extrema
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Lokal konkav

Ein Punkt xq ist ein lokales Maximum (oder Minimum) von f, falls

> X ist ein kritischer Punkt von f,
> f ist konkav (bzw. konvex) um xg.

Hinreichende Bedingung:
f ist lokal streng konkav (konvex) um xg ist.

Sei X ein kritischer Punkt von f. Dann gilt

» H¢(xo) negativ definit =- x ist lokales Maximum
» H¢(xo) positiv definit = x ist lokales Minimum

Es ist ausreichend die Hesse-Matrix H¢(x) am kritischen Punkt xg
auszuwerten. (Im Gegensatz zur Bedingung fur globale Extrema.)
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Vorgangsweise — Univariate Funktion™

Hinreichende Bedingung
far lokale Extremwerte einer Funktion in einer Variablen:
1. Berechne f'(x) und " (x).
2. Suche alle Punkte x; mit f'(x;) =0 (kritischen Punkte).
3. Falls f"(x;) <0 = x;istein lokales Maximum.
Falls f”(x;) >0 = «x; istein lokales Minimum.

Falls f/(x;) =0 = keine Aussage mdglich!

Falls f”/(x;) = 0 dann werden andere Methoden benétigt!

Z.B. kann man Terme hoherer Ordnung der Taylorreihe mit
Entwicklungspunkt xy betrachten.
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Beispiel — Univariate Funktion™

Gesucht sind die lokalen Extrema der Funktion

1

f(x) = Ex3—x +3x+1
A

1. f'(x) = %xz —2x +3,

Fr(x) = hx -2
2. 1x>—2x+43=0

besitzt die Losungen

x1 =2und x; = 6. x:1 x:2 g

3. f"(2) = -1 = x; ist lokales Maximum.

17(6) = = xp ist lokales Minimum.
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Beispiel — Kritische Punkte

Suche alle kritischen Punkte von

1L 1 5
f(x/}/)—6x X+ XY

Partiellen Ableitungen:
() fe=3x2-1+}p2=0

(IT) f,=3xy =0
(1) = x=20 oder y =
(I) = -1+1y>=0 12 —1=
y = £2 x=£v2

Kritische Punkte:

x1 = (0, 2) x3 = (v/2, 0)
x; = (0, —2) x4 = (—v/2, 0)
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Kritische Punkte — Lokale Extrema

= ......'....."'....-....
77777777
NI 72
1TH 77
LTI

A

Lokales Maximum Lokales Minimum
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Kritische Punkte — Sattelpunkte
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Sattelpunkt Beispiel fir hohere Ordnung
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Vorgangsweise — Lokale Extrema

1. Berechne Gradient V f und Hesse-Matrix H.

2. Bestimme alle x; mit Vf(x;) =0 (kritische Punkte).

3. Berechne alle Hauptminoren Hj. fUr kritischen Punkt xp:
(a) Alle Hauptminoren H; > 0

= X ist ein lokales Minimum von f.

(b) Fur alle Hauptminoren gilt (—1)*H; > 0
[d.h., Hy,Hs,... <0und Hy, Hy,... > 0]
= Xg ist ein lokales Maximum von f.

(c) det(Hf(xp)) # 0, aber weder (a) noch (b) sind erflillt
= Xy ist ein Sattelpunkt von f.

(d) Andernfalls ist keine Aussage maoglich,
d.h. xg kann ein lokales Extremum sein, muss aber nicht.
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Vorgangsweise — Bivariate Funktion

1. Berechne Gradient V f und Hesse-Matrix H.
2. Bestimme alle x; mit Vf(x;) =0 (kritische Punkte).
3. Berechne die Hauptminoren H; und H» fUr kritischen Punkt xp:

(@) Hb >0 und H; >0
= Xp ist ein lokales Minimum von f.

(b) Hb >0 und Hy <0
= X ist ein lokales Maximum von f.

(¢) H <0
= Xg ist ein Sattelpunkt von f.

(d) Hy = det(Hf(X())) =0
= keine Aussage moglich.
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Beispiel — Bivariate Funktion

Suche die lokalen Extrema von

-
f(x,y)—6x x+4xy

1. Vf=(Gx =141y 37y)

X ly
2 Y 24

2. Kritische Punkte:

X1 = (0,2), Xy = (O, —2), X3 — (\/E,O), X4 = (—\/E,O)
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Beispiel — Bivariate Funktion (Forts.)

3. Hauptminoren:
0 1
H¢(x1) = Hf(0,2) = -

H,=—-1 <0 = xqistein Sattelpunkt

Hy (x2) = H/(0,~2) = (01 01>

H,=—-1 <0 = xpistein Sattelpunkt

Josef Leydold — Mathematik fir VW — WS 2017/18 11 — Extrema — 36/52



Beispiel — Bivariate Funktion (Forts.)

3. Hauptminoren:

Hy(x) = Hy(v2,0) = (? 2)

H,=1 >0 und HH =+v2 >0

= X3 Ist ein lokales Minimum

Hf(xq) = Hf(—V2,0) = <_8/§ ?ﬁ)
>

H)=1 >0 und H1:—\/§ <0

= Xy ist ein lokales Maximum
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Konvexe Funktion und konvexe Menge

Sei f konvex. A
Dann ist die untere Niveaumenge von f

{x € Ds: f(x) <c} //%xz
konvex. — /
Seien x1,x2 € {x € D¢: f(x) <c},d.h. %/

f(x1), f(x2) <c. Sei X1
y = (1 —h)xq + hxy furein h € [0, 1].

Dann ist
fly) = F((1T = h)xq + hxa)
< (1=h)f(xa) +hf(x)
< (1—-h)c+hc=c

Alsoy € {x € Ds: f(x) < c}.
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Konkave Funktion und konvexe Menge

Sei f konkav.
Dann ist die obere Niveaumenge von f

{X = Dfl f(X) > C}
konvex.

A A

C //\\ C \\//

Y

obere Niveaumenge untere Niveaumenge
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Extremum und monotone Transformation

Sei T: R — IR eine streng monoton steigende Funktion.

Falls x* ein Maximum (Minimum) von f ist,
dann ist x* auch ein Maximum (bzw. Minimum) von T o f:

Da x* ein Maximum von f ist, gilt
f(x*) > f(x) for alle x.
Da T streng monoton steigend ist, gilt
T(x1) > T(xp) falls x1 > x».
Wir erhalten daher
(Tof)(x*) = T(f(x*)) > T(f(x)) = (T o f)(x) fir alle x,
i.e., x* ist ein Maximum von T o f.

Da T injektiv ist, gilt sogar die Umkehrung:
Falls x* ein Maximum (Minimum) von T o f ist, dann auch von f.
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Extremum und monotone Transformation

Die streng monotone Transformation T erhalt die Extrema von f.

T erhélt aber auch die Niveaumengen von f.
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Quasi-konvex und quasi-konkav

Eine Funktion f heif3t quasi-konvex in D C IR", falls D konvex ist und
jede untere Niveaumenge {x € D¢: f(x) < c} konvex ist.

Eine Funktion f heiB3t quasi-konkav in D C IR", falls D konvex ist und
jede obere Niveaumenge {x € D¢: f(x) > c} konvex ist.
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Konvex und quasi-konvex

Jede konkave (konvexe) Funktion ist auch quasi-konkav (bzw.
quasi-konvex).

Eine quasi-konkave Funktion muss aber nicht konkav sein.

Sei T eine streng monoton steigende Funktion. Falls eine Funktion
f(x) konkav (konvex) ist, dann ist T o f quasi-konkav (bzw.
qguasi-konvex).

Die Funktion ¢(x,y) = e * ¥ ist quasi-konkav, da

f(x,y) = —x* — y* konkav ist, und T(x) = e* streng monoton
steigend ist.

g = T o f ist aber nicht konkav.
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Konvex, quasi-konvex und Extrema

Der Begriff quasi-konvex ist ein schwacherer Begriff als konvex, in
dem Sinne, dass jede konvexe Funktion auch quasi-konvex ist, es aber
viel mehr quasi-konvexe Funktionen gibt als konvexe.

Die Bedeutung dieses Begriffs liegt darin, dass sich manche Satze Uber
konvexe Funktionen auf quasi-konvexe Funktionen verallgemeinern
lassen.
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Quasi-konvex und quasi-konkav Il

» f ist quasi-konvex genau dann, wenn

fU1 = h)xq + hxg) < max{f(x1), f(x2)}

fir alle x1,xp und h € [0, 1].

» f ist quasi-konkav genau dann, wenn

fU = h)xq + hxp) = min{ f(x1), f(x2) }

fir alle x1, xp und k € [0, 1].

A A

X X X X
quasi-konvex guasi-konkav
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Streng quasi-konvex und streng quasi-konkav

» Eine Funktion f heiBt streng quasi-konvex, wenn

fU=h)x1 +hxp) < max{f(x1), f(x2)}

fur alle x1, x2, mit x; # xo, und h € (0,1).

» Eine Funktion f heil3t streng quasi-konkav, wenn

fU1=h)x1 +hxp) > min{ f(x1), f(x2) }

fur alle xq, xo, mit x; # xp, und h € (0,1).
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Quasi-konvex und quasi-konkav lll

Fir eine differenzierbare Funktion f gilt:
» f ist quasi-konvex genau dann, wenn

f(x) < flxo) = Vf(xo)-(x—x) <0

» f ist quasi-konkav genau dann, wenn

f(x) = fxo) = Vf(xo)-(x—x) >0
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Beispiel

Seien p,r > 0 und

f:D=1[0,002 =R, f(x,y)=4xiyi—px—ry
J3xtyh 1adyd
Hesse-Matrix: Hy(x) = (14 5 s 43 | 7>
(XTiyTr —gxiyi

Hauptminoren:
Hqy = ix 4y4 <0
3 3

H2 2 X 2y > 0
Kritischer Punkt: Vf = (x~ %y% %

xXiy
y=x 1y —p =20
A =(ff)

Xo ist das globales Maximum von f.

f ist streng konkav in D.

Frage:
Wie &ndert sich das Optimum f* = f(xg) mit den Parametern r und p?
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Umhullungssatz (Envelope-Theorem)

Gegeben sei eine Funktion

x — f(x,r)

x = (x1,...,Xy) ... Variable

(endogen)

r=(ry,...,7) ... Parameter (exogen)

mit Extremum x*.

Das Extremum hangt vom Parameter r ab:
x* = x*(r)
und damit auch der Extremalwert f*:

f(r) = f(x(x), r)

Es qilt:

Of (r) _ af(x,1)
ai’]' ar]

x=x*(r)
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Umhullungssatz (Envelope-Theorem)

Kettenregel
ar]- 81’]' [ J ]

x=x*(r)

ai’]' ai’]

Y x=x"(r)

O

N
=0
da kritischer Punkt

_ daf (x,r)
ai’]'

x=x*(r)
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Beispiel

Das (eindeutig bestimmte) Maximum von

f:D=1[0,0)" =R, f(x,vy) :4x%y% —px —ry

istx*(p,7) = (x*(p, 1) )= (Vi V7))

Frage:
Wie andert sich das Optimum f* = f(x*) mit den Parametern r und p?

_
r p3

of(p,r) _ of(x;p,7)

ap ap x=x*(p,r)
of(p,r) _ 9f(xp,7) _ 1
or ot x=x(p,r) r3p
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Eine geometrische Interpretation

Sei f(x,7r) = y/x — rx. Wir suchen f*(r) = max, f(x,7).

Zeichnen die Graphen von ¢, (r) = f(x, r) fir verschiedene x.

i £ )

83/2

NN~~~
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Zusammenfassung

Konvexe Menge

Konvex und konkav

Quasi-konvex und quasi-konkav
Lokales und globales Extremum
Minimum, Maximum und Sattelpunkt
Kritischer Punkt

Hesse-Matrix und Hauptminor

vy v v v v v v %

Umhullungssatz (Envelope-Theorem)
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