Kapitel 9

Integration

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 9 — Integration — 1/36



Stammfunktion

Eine Funktion F(x) heit Stammfunktion einer Funktion f(x), falls

Berechnung:

Vermuten und Verifizieren

Beispiel: Wir suchen die Stammfunktion von f(x) = In(x).
Vermuten: F(x) = x(In(x)—1)
Verifizieren: F'(x) = (x (In(x) —1)" =
=1-(In(x) —1)+x- 1 =1In(x)

Aber auch: F(x) =x(In(x)—1)+5
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Stammfunktion

Die Stammfunktion wird mit dem Symbol

/f(x)dx+c

bezeichnet und wird meist als das unbestimmte Integral der Funktion
f bezeichnet. Die Zahl ¢ heif3t Integrationskonstante.

FOr das Suchen von Stammfunktionen gibt es keine ,,Kochrezepte*
(sondern nur Werkzeuge, die man durchprobieren kann).

Es gibt Funktionen, deren Stammfunktionen sich nicht durch
elementare Funktionen ausdrlcken lassen.

E.g., die Stammfunktion von exp(—3x?).
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Grundintegrale

Zur Erleichterung gibt es Tabellen mit bekannten Stammfunktionen,
sogenannten Grundintegralen:

fx) [ Sz

0 C
a 1 La+1
X a+1 X +C
er e’ + ¢
1
= In|x|+c

cos(x)  sin(x)+c

sin(x) —cos(x) + ¢
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Integrationsverfahren

» Summenregel

[ af(x)+pg(x)dx =a [ f(x)dx+p [ gx) dx

» Partielles Integrieren

/f-g’dx=f-g—/f’-gdx

» Substitution

| Flgx dx—/f

mltz—g( )und dz = ¢
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Beispiel - Summenregel

Stammfunktion von f(x) = 4 x> — x> +3x — 5.

/f(x)dx:/4x3—x2+3x—5dx

—4/x dx—/x dx+3/xdx—5/dx

1 4 1
44x —gx +32x —b5x+c
s 1 5 3,

= X —gx +2x —b5x+c
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Beispiel — Partielles Integrieren

Stammfunktion von f(x) = x - e*.

/ x - e dx= x - e —/ 1 - e dx=x-e—e*+¢
N~ —~~ —~—
f g f g f! g
f=x = f=1

g/:ex = g=¢
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Beispiel — Partielles Integrieren

Stammfunktion von f(x) = x? cos(x).

/x2 -cos(x) dx: sm /2x -sin(x) dx
~— - ,
g/

Partielles Integrieren des zweiten Terms ergibt:

—2x -cos(x) —2- (—sin(x)) +c¢
Die Stammfunktion von f lautet daher:

/x2 cos(x) dx = x* sin(x) + 2x cos(x) — 2 sin(x) + ¢
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Beispiel — Substitution

Stammfunktion von f(x) = 2x - e

/exp( X% ). 2x dx = /exp(z)dz:ez+c:ex2+c

N
glx) &)
z=g(x)=x* = dz=¢ (x)dx =2xdx
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Integrationsverfahren — Herleitung

Partielles Integrieren erhalt man aus der Produktregel fur das
Differenzieren:

fx)-g(x) = [ (f(x)-8(x) dx= [ (f'(x)g(x) +f(x)g(x)) dx

_/f dx+/f(x)g’(x)dx

Substitution folgt aus der Kettenregel:
Sei F eine Stammfunktion von f und z = g(x). Dann gilt

[ f2)dz=F(z) = F(g(x)) = [(F(3(x))) dx

= [Fe)g (x)dx = [ f(g(x)g
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Aufgabe 9.1

Bestimmen Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen:
(a) x°

3
(b) 2
(c) V3
1
(d) ﬁ
(e) er
(f) 23x
1
(9) 2y
(h) 5
(i) sin(7x)
(i) cos(2mx)
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Losung 9.1

(@) 1x* +c;(b) =2 +c;(c) 2V +c; (d) 2v/x + ¢ (€) Le* +
(f) 313(2)2% + ¢; (9) %ln x| + ¢; (h) 5x + ¢; (i) —% cos(7tx) + c;
)
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Aufgabe 9.2

Bestimmen Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen:

(@) x*+2x°> — x+3

6
b) x° 4+ 7x + ——
()x+x+erl

(¢) e*+xf+e+x
x+1

NE:

1, 1
(e) 4x° +3x” +2x + 1+ = + —
X X

(d)
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Losung 9.2

(@) x° + 323 — 3x2 + 3x 4 ¢; (b) 3x* + Zx® +6In|x + 1] +¢;
(c) e + —gx T +ex + 5x2 +¢; (d) 5x°/2 +2¢/x + ¢;
(e) x* + 2% + ¥ + x +In|x| — 55 +c.
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Aufgabe 9.3

Ermitteln Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen
durch partielle Integration:
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Losung 9.3

(@) 2(x —1)e* +c; (b) — (x> +2x +2)e ¥ +c;

(¢) 3 x* In(x) — 3 x* 4 ¢; (d) 7 x* In(x) — &= x* +¢;
(e) 3 x*(In(x))? — 3 x* In(x) + 3 x> +¢;

(f) 2x sin(x) + (2 — x?) cos(x).
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Aufgabe 9.4

Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen durch Anwendung der
Substitutionsregel:

(a) /xexzdx

(b) /2x\/x2+6dx
X

(c) /3x2+4dx

(d) /x\/x+1dx

(€) /ln(x) iy

X

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 9 — Integration — 17 /36



Aufgabe 9.4 /2

1
() /x In x ax

(9) /\/x3+1x2dx

X
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Losung 9.4

3

(a) z = x?: %ex2+c; b)yz=x*+6:5(x*4+6)% +c;(c)z=3x>+4
$1n |3x% + 4| + ¢;

(d)z =x+1: %(x+1)% — %(x—i—l)% +¢; (e) z = In(x):
1(In(x))>+c(z=In(x):In|In(x)| +¢; () z = x>+ 1:
%(x3+1)3/2+c; (h)yz =5 —x% —/5 — x2 +¢;
(i)z:x—|—3:7ln]x—3|—|—%x2—|—2x+c; (j)z =x—8:
2(x—8)>2+ 2 (x—8)>2+c.
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Flacheninhalt

Berechnen Sie die Inhalte der angegebenen Flachen!

flx) =1 fx) = iz

Flache: A = 1 Approximation
durch Treppenfunktion
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Riemann-Summen

&i = 5 (xi_1 +x)
f(&1)

Allgemeiner: &; € (x;,x;_1)

f(¢2)

X0 G1 1 G2 X2

b n
A= [ flx)dx ORCEERY
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Approximationsfehler

X0 1 11 G2 X2
b n
[ A= L @)~ (3= 0)| < s~ fin) (b= ) =0

Annahme: Funktion monoton; xg, x1, . .., X, aquidistant
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Riemann-Integral

Falls die Riemann-Summen

= if(?i) (X — xi-1)

=1

eine konvergente Folge bilden, dann heifl3t deren Grenzwert das

b
Riemann-Integral von f. Notation:/ f(x)dx
a

/abf( dx = lim Zf &) (% — xi-1)

1’1%00

Alle flr uns relevanten Funktionen besitzen ein Riemann-Integral.
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Riemann-Integral —

Eigenschaften

[ @)+ s

[ Flaydx =
[ fx)dx =

x—oa/f dx+,[3/

—/baf(x)dx

[ fedx= [ f@axt [ x

b b
/af(x)de/a ¢(x)dx  falls f(x) < g

(x) fur alle x € |a, b]
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei F(x) eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f(x),
dann gilt fir das bestimmte Integral

b

[ £ dx = )| = F) ~ @

a

Dieser Satz erlaubt es uns, Integrale einfach mittels Stammfunktionen
auszurechnen! (Bestimmtes Integral)

Beispiel:
Wir suchen das Integral der Funktion f(x) = x? im Intervall [0,1].

1

1
/ xzdx:%x?’ =
0

3_1.03 —
0 13- 1.0% =

!
3

W=
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Der Hauptsatz / Beweisidee

Sei A(x) die Flache zwischen dem Graphen einer stetigen Funktion f

und der x-Achse zwischen 0 und x.

f max
— f min

Y

x x+h

fmin-h < A(x+h) — A(x) < fmax - h
A(x+h) — A(x)

fmin S S fmax

Grenzibergang i — O: (Ilin% fmin = f(x))
%

f0) < tim ACT hlz — A(x)

— h—0

< f(x)

J/

V.

=A'(x)

Al(x) = f(x)

d.h. A(x) ist eine Stammfunktion von f(x).
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Integrationsverfahren /(2

» Summenregel

/abzxf(x)+ﬁg(x)dx:oc/abf(x)derﬁ/abg(x)dx

» Partielles Integrieren

s / b b/
/af-gdx=f-g(a—/af-gdx

» Substitution

[ risn-gwar= [ )

mitz = g( ) und dz = ¢'(x) dx
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Beispiel

10 1 1
Berechne das bestimmte Integral / - —dx.
e In(x) «x
10 1 1 In(10)
/ - —dx = / 1clz =
e In(x) «x 1 z
1

z=In(x) = dz= ;dx

In(10)
= In(z) .=

= In(In(10)) — In(1) ~ 0,834
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Beispiel
2
Gesucht ist/ f(x) dx fur die Funktion
—2

(1+x fir—-1<x<0 ?

fl) = {1-x faro<x<1 /\

0 firx < —Tundx > 1

\ — -1 0 1

Es qilt

/zzf(x)dxzflfx dx+/ofx dx+/1fx dx+/2fx dx
_/ de+/ (1+x) dx+/ (1-x) dx+/ 0dx

)]
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Aufgabe 9.5
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

4
(a) /1 2x? — 1dx
2
(b) /o 3e* dx
4
(c) /1 3x? + 4x dx
3 —sin(x)
M)L 3 dx

1 3x+2
d
() /o 32t dx L1
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Losung 9.5

(@) 39; (b) 3e* — 3 = 19.17; (c) 93; (d) — ¢ (Taschenrechner auf
Bogenmaf umschalten!); (e) 5 In(8) ~ 1,0397.

N|—
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Aufgabe 9.6

Berechnen Sie die Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen:

(a) /em—xdx

0
2
(c) x V4 — x?dx
0
2 x
A [ 5
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Aufgabe 9.6 /2
(f) /03(x—1)2xdx
@ [ xep(x)dx
(h) /O szexp(x)dx

2
(i) / x*In x dx
1
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Losung 9.6

(@) 3; (b) 235 (c) $; (d) 5 In(5) — 3 In(2) ~ 0,4581;
1—e 2 0 8647; (f) &; () 1; (h) 2¢* — 2 ~ 12,778;
(i) £In(2) — & ~ 1,07061.

N
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Aufgabe 9.7

1

Berechnen Sie das Integral /f(x) dx, wobei die Funktion f(x)
0

stuckweise konstant ist (Treppenfunktion) und gegeben ist durch

(1 fir0 < x < 0,2
05 fir02<x<05
f(x)=<25 fur05<x<0,6
3,5 far0,6 < x < 0,7
—35 fur0,7 <x <1

\
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Losung 9.7

S f(x)dx =1-(02—0)+05-(05-02)+2,5- (0,6 —05) +35-
(0,7 —0,6) + (—35) - (1—0,7) = —0,1.
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