Kapitel 9

Integration
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Stammfunktion

Eine Funktion F(x) heit Stammfunktion einer Funktion f(x), falls

Berechnung:

Vermuten und Verifizieren

Beispiel: Wir suchen die Stammfunktion von f(x) = In(x).
Vermuten: F(x) =x(In(x)—1)
Verifizieren: F'(x) = (x (In(x) — 1) =
=1-(In(x) —1)+x- L =1In(x)

Aber auch: F(x) =x(In(x)—1)+5
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Stammfunktion

Die Stammfunktion wird mit dem Symbol

/f(x)dx-I—c

bezeichnet und wird meist als das unbestimmte Integral der Funktion
f bezeichnet. Die Zahl c heif3t Integrationskonstante.

Fir das Suchen von Stammfunktionen gibt es keine ,Kochrezepte”
(sondern nur Werkzeuge, die man durchprobieren kann).

Es gibt Funktionen, deren Stammfunktionen sich nicht durch
elementare Funktionen ausdriicken lassen.

E.g., die Stammfunktion von exp(—1x?2).
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Grundintegrale

Zur Erleichterung gibt es Tabellen mit bekannten Stammfunktionen,
sogenannten Grundintegralen:

f@ [ fdx

0
a 1 . at+l
X a+1 X tc
er e*+c¢
1
= In|x|+¢

cos(x)  sin(x)+c¢

sin(x) —cos(x) +¢
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Integrationsverfahren

» Summenregel

[afx)+pgx)dx =a [ f(x)dx+p [ gx)dx

» Partielles Integrieren

/f-g’dxzf-g—/f’-gdx

» Substitution

VR dx—/f

mltZ—g( ) und dz = g¢’(x) dx
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Beispiel - Summenregel

Stammfunktion von f(x) = 4x3 — x2 + 3 x — 5.

/f(x)dx: /4x3—x2+3x—5dx

:4/x3dx—/x2dx+3/xdx—5/dx

1y 15 1,
f44x 3x +32x 5x 4+ ¢

1 3
4 L. 3,9 2
=x 3x +2x 5x +c¢
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Beispiel — Partielles Integrieren

Stammfunktion von f(x) = x - e*.

/ x - e dyx= x - e — 1 - e dx=x-e"—e"+¢
o o N~ o
g f 8 f 8
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Beispiel — Partielles Integrieren

Stammfunktion von f(x) = x? cos(x).
/ x? -cos(x) dx = x2 sm / 2x sm x) dx
M~ =
g/

Partielles Integrieren des zweiten Terms ergibt:

/2x -sin(x) dx = 2x- cos / 2 -(—cos x)) dx

\_\,_/

= —2x- cos(x) -2 (- sm(x)) +c
Die Stammfunktion von f lautet daher:

/x2 cos(x)dx = x? sin(x) 4 2x cos(x) — 2 sin(x) + ¢
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Beispiel — Substitution

Stammfunktion von f(x) = 2x - e*.
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Integrationsverfahren — Herleitung

Partielles Integrieren erhalt man aus der Produktregel fir das
Differenzieren:

F()-g(x) = [ (F(x)-g(0) dx = [ (£/(x)g(x) + F(x) g/ (x)) dx
= [F@gdr+ [ flx)gx)dx

Substitution folgt aus der Kettenregel:
Sei F eine Stammfunktion von f und z = g(x). Dann gilt
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Aufgabe 9.1

Bestimmen Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen:
(a) x°
(b)
(c)
(d)
(e) er
(f) 23x

1
(9) o
(h) 5
(i) sin(7rx)

=l w
S-Sy

(i) cos(2mx)
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Losung 9.1

(@ gx* 4 c; (b) =2 +¢; (0) %\/ﬁ-i— ¢; (d) 2v/x 4 ¢; (e) 2e* +
(M 31;(2)2336 +¢;(9) 3 In x| +¢; (h) 5x +¢; (i) —2 cos(mx) + c;
)

(i

sin(27tx) + c.

5=
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Aufgabe 9.2

Bestimmen Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen:

@@ x*+2x>—x+3

6
b) x>+ 7x + ——
(b) °+7x+ ——

(c) e¥+xf+e+x
x+1

VX

1
(e) 4x3+3x2+2x+1+}—|—

(d)

1
x3
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Lésung 9.2

(@) 2204+ 2x3 — Ix2 +3x+¢; (b) jx* + 22+ 6In|x + 1| +¢;
() e + gxe +ex + 3x2 + ¢ (d) 3232+ 2/x + ¢
@) x*+x+x2+x+1In|x| - 5 +c.
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Aufgabe 9.3

Ermitteln Sie die Stammfunktionen folgender Funktionen
durch partielle Integration:

@ f(x) =2xe

(b) f(x) =x%e™*

(©) f(x) =xIn(x)
(d) f(x)=x%Inx
() f(x) = x(In(x))?
(f) f(x) = 2 sin(x)
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Losung 9.3

c;(b) —(x2+2x+2)e * +c;
Tx2+c(d) $xt In(x) — & x* +c;
x3(In(x))? — 3 22 In(x) + ;2 +¢;

sin(x) + (2 — x?) cos(x).

ORGHE)
~
=
|
—_
(9]
=
I+

3 — /(_? —
N
RN\HN\»—\N

=

—

=}

—

=

N—
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Aufgabe 9.4

Berechnen Sie die folgenden Stammfunktionen durch Anwendung der
Substitutionsregel:

(a) /xedex
(b) /Zx\/x2—|—6dx

x
© [ st

(d) /xx/x+1dx
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Aufgabe 9.4 /2

1
M /x lnxdx

(9) /\/x3+1x2dx

X

2 _
(i) /xix—i—ldx
x—23

() [ x(x—8)dx

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 9 — Integration — 18/36




Losung 9.4

3
z=x21e 4 0)z=22+6:2 (x24+6)2 +¢(c)z =322+ 4
13x2 + 4] +¢;
z=x+1: 2(x—|—1)g—%(x—i—l)%—kc;(e)z:ln(x):
In(x))?+c(f)z=1In(x):In|In(x)| +¢; (@) z = x>+ 1:
x> +1)32 4¢; (h )z—5—x —V5 —x2+;
)z—x+3 71n\x—3|-|— 24 2x+c(jz=x—8:
—8)5/2 4 16(x — )3/2+c.

ac\lb—\a
= Eﬂv

—~

/'\
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Flacheninhalt

Berechnen Sie die Inhalte der angegebenen Flachen!

_ _ 1
flx) =1 flx) =iz
Flache: A =1 Approximation

durch Treppenfunktion

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 9 — Integration — 20/36

Riemann-Summen

&= (xi1+x)
f(&1)

Allgemeiner: &; € (x;,x;_1)

f(&2)

o5 on g5 0

A= [ fx MONCEERY
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Approximationsfehler

X0 1 1 & *2

‘/ubf(x) dx — éf(@i) (xi = xi-1)| < (fmax — fmin) (b —a) % -0

Annahme: Funktion monoton; xg, x1, . . ., X, aquidistant
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Riemann-Integral

Falls die Riemann-Summen

_ éf(a) (=)

eine konvergente Folge bilden, dann hei3t deren Grenzwert das

b
Riemann-Integral von f. Notation:/ f(x)dx
a

/ubf( dx—hmZ:fijZ (x; — xi—1)

Alle fir uns relevanten Funktionen besitzen ein Riemann-Integral.
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Riemann-Integral — Eigenschaften

/ﬂb(txf()Jrﬁg Nax=a [ fydx+p [ st

[ s [

/bf(x) dx < bg(x) dx falls f(x) < g(x) fur alle x € [a, b]

a
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Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Sei F(x) eine Stammfunktion einer stetigen Funktion f(x),
dann gilt fir das bestimmte Integral

[ fyax = P

Dieser Satz erlaubt es uns, Integrale einfach mittels Stammfunktionen
auszurechnen! (Bestimmtes Integral)

Beispiel:
Wir suchen das Integral der Funktion f(x) = x2 im Intervall [0,1].
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Der Hauptsatz / Beweisidee

Sei A(x) die Flache zwischen dem Graphen einer stetigen Funktion f
und der x-Achse zwischen 0 und x.

Sfmin - h < A(x+h) — A(x) < fmax - h

frnin < w < fimax
fmax h
fmin . .
Grenziibergang h — 0: (%li%fmin = f(x))
flx) < iﬁw < f(x)
L =A'(x)
x A'(x) = f(x)

d.h. A(x) ist eine Stammfunktion von f(x).
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Integrationsverfahren / (2)

» Summenregel

/ﬂbzxf(x)-f—ﬁg(x)dx:a/:f(x)dx+lg/abg(x)dx

» Partielles Integrieren

b / g b !
| fgax=rg| - [ f gax

» Substitution

[ris-stoe [

mltz—g( )unddz:g’ x) dx
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Beispiel

Berechne das bestimmte Integral /
e

—_
S—
=

n(x

10 In(10)
/ ! . 1 dx = /n 1dz =
e In(x) x 1 z

z=In(x) = dz:%dx

= In(In(10)) —In(1) ~ 0,834
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Beispiel

2
Gesucht ist/ f(x) dx fur die Funktion
-2

1+x fir—-1<x<0
flx)=q¢1—x fro<x<1

0 firx < —lundx >1 S0 g
Es gilt

/_zzf(x)dx: _lfx dx—l—/ofx dx+/1fx dx~|—/2fx dx

—1
—/ de+/ (1+x) dx—i—/ (1—x) dx+/ 0dx
(x+1x2)( +(x— ix

=3+3=1

),
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Aufgabe 9.5
Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

4
(a) / 2x% — 1dx
1
2
(b) / 3e* dx
0
4
(c) / 3x? + 4x dx
1

(d) / sm

3x+2
() / 3x2+4x+1dx
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Losung 9.5

(a) 39; (b) 3¢% — 3 = 19.17; (c) 93; (d) —% (Taschenrechner auf
BogenmaB umschaltenl); (e) 1 In(8) ~ 1,0397.
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Aufgabe 9.6

Berechnen Sie die Integrale mit Hilfe von Stammfunktionen:

(a) /:lnxxdx
1
(b) /0 x (x* +3)*dx
2
(c)/x\/4—x2dx
0
2 x
(d)/17x2+1dx

2 2
(e) /0 X exp (_3;) dx
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Aufgabe 9.6 /2
(f) /OB(x—l)2xdx
@ [ " xexp(x) dx
(h) /0 zxzexp(x)dx

2
(i) / x?Inxdx
1
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Losung 9.6

(@ 31 (6) 751 (©) 5: (@) 31n(5) — 5 In(2) ~ 04581,
e—2 ~ 0 8647; (f) &; (9) 1; (h) 2¢* — 2 &~ 12,778;

1-—
Sn(2) -4 ~1, 07061.

©

(i)
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Aufgabe 9.7

Berechnen Sie das Integral /f(x) dx, wobei die Funktion f(x)
0
stlickweise konstant ist (Treppenfunktion) und gegeben ist durch

1 fir0 < x < 0,2
05 fur02<x<05
f(x)=<25 fur05<x<06
3,5 fur0,6 <x < 0,7
—35 fur0,7<x<1
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Lésung 9.7

Ji f(x)dx=1-(02-0)+05-(05-02) +25-(0,6—05) +3,5-
(0,7 — 0 6) + (—3,5) - (1-07) = —0,1.
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