Kapitel 6

Grenzwert und Stetigkeit
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Grenzwert einer Funktion

Was passiert mit dem Funktionswert einer Funktion f, wenn das
Argument x gegen einen bestimmten Wert xg strebt?
(Wobei xq nicht zum Definitionsbereich von f gehéren muss.)

Die Funktion

- x* =1

flx) =

x—1

istin x = 1 nicht definiert.

Durch Faktorisieren und Kilrzen
erhalten wir die Funktion

B ) f(x), fallsx #1
g(x)x+1{2l falls x =1
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Grenzwert einer Funktion

x2—1

x—1
dem Argument xo = 1 nahern (egal wie), und uns ansehen, was mit

dem Funktionswert geschieht, dann landen wir bei y = 2.

Wenn wir uns in der Funktion  f(x) =

Wir sagen: f(x) konvergiert gegen 2,
wenn x gegen 1 strebt

und schreiben:

21
hen, & _9
x—1 x—l
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Grenzwert einer Funktion

Mathematisch wird das so formuliert:

Wenn fiir jede konvergente Folge von Argumenten (x,,) — xg die Folge
der Funktionswerte (f(x,)) gegen eine Zahl a konvergiert, so heif3t a
der Grenzwert (oder Limes) der Funktion f an der Stelle xy.

Wir schreiben dafur

xh_)ng()f(x) =a oder f(x)— afirx — xg

Xo muss nicht in der Definitionsmenge liegen.
Genauso muf3 a nicht in der Wertemenge der Funktion liegen.
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Rechenregeln

Far Limiten von Funktionen gelten analoge Rechenregeln wie fur

Grenzewerte von Folgen.

Seien lim f(x) =aund lim g(x) = b.

X— X0 X— X0

X— X0
X— X0
X— X0

(4) lim@—
(6) tim (f(x))" =

X— X0

a
=% g(x) b

(1) lim(c-f(x)+d)=c-a+d
(2) lim (f(x)+g(x))=a+0b

(8) lim (f(x)-g(x)) =a-b

ak

firb # 0

fur k € IN
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Bestimmen eines Grenzwertes

FUr einfache Funktionen eignet sich folgende Vorgangsweise:

1.
2.
3.

Wir zeichnen den Graphen der Funktion.

Wir zeichnen den Wert xg auf der x-Achse ein.

Wir setzen den Bleistift auf dem Graphen und fihren ihn auf dem
Graphen von rechts bis zum xgp-Wert.

. Wir lesen den y-Wert dieses Punktes von y-Achse ab. Dieser Wert

heil3t der rechtsseitige Grenzwert von f an der Stelle xy:

lim f(x).

x—>x0

. Analog erhalten wir von der linken Seite den linksseitige

Grenzwert von f an der Stelle xp: lim f(x).
X=Xy

. Wenn beide Limiten gleich sind, so existiert der Grenzwert und es

gilt
lim f(x) = lim f(x) = lim+f(x)

X—X0 X=Xy X=X,
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Beispiel

(1, flir x < 0
=d1-%, fro<x<1
5 +1, firx>1

0,5 =1lim, - f(x) # lim,_1+ f(x) = 1,5
d.h., der Grenzwert an der Stelle xop = 1 existiert nicht.

Der Grenzwert an anderen Stellen existiert hingegen,
z.B. lim f(x) =1.
x—0
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Unbeschrankte Funktion

Es gibt gegen co (oder —oo) wenn x gegen x strebt.

Wir schreiben dann (in abuse of language):

() =0

f(x)

A

x—0 X

I
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Grenzwert gegen oo

Der Grenzwertbegriff gilt analog, wenn wir xo = oo oder xg = —oo
setzen.

Ii

i, £ )

existiert, falls f(x) gegen einen Wert y konvergiert, wenn x immer
grof3er wird.

Iim — =0 und lim =0

Xx—00 X2 x5 oo x2
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Aufgabe 6.1

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion

(L firx < -2

flx)=¢ x+1 fir —2<x<?2

2

x T
L 5 frx > 2

Berechnen Sie lim+f(x), lim f(x)und lim f(x)

X=X, X=Xy X—X0

fir xp = —2, O und 2:

lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) =

x——27F X——27 xX——2
lim f(x) Lim f(x) lim f(x)
lim f(x) lim f(x) lim f(x)
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Losung 6.1

— NN W b
[ R T

-3 6/1 1 2 3

lim f(x)=-1, lim f(x)= -2, limzf(x) existiert nicht;
X——

x——27F X——2"
lim f(x) = lim f(x) =1lim f(x) = 1;
x—0+ x—0~ x—0

lim f(x) =2, lim f(x)=23, lim f(x) existiert nicht;
X—27 xX—2

x—27T

f ist stetig in 0 und nicht stetig in —2 und 2.

Y

A ON o
L 1
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Aufgabe 6.2

Uberlegen Sie sich den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert fiir

(@) lim f(x)

x—0~

JCIE(I)1+ f(X)

fir £(2) { 1 firx #£0

O firx =20

(b) lim

x—0~

= =

im = =
x—0t

R =

(¢) lim x =
x—1—

Iim x =
x—1+
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Losung 6.2

(a) lim,_o- f(x) = lim,_,o+ f(x) = 0;
(b) lim, - 1 = —o0, lim, ,g+ 1 = oo;

(c) lim,_,;- x =1lim,_,q+ x = 1.
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Aufgabe 6.3

Geben Sie folgende Grenzwerte an, soferne sie existieren.

1
(@) lm =5

(b) lim x?
x—0

(c) lim In(x)

X— 00

(d) lim In |x]|

x—0

(e) lim
X—00

x+1
x—1
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Losung 6.3

AN N N N N
(@) QO
SN S S N N
3 2=

p—
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Aufgabe 6.4

Bestimmen Sie
x3/2_1

(a) 1;?11 31

(b) lim V=4

xT—2 xX+2

(c) 1;?3 | x]

(d) 1;?11 \/T

(e) im

(f) lim 2x2 x—3x 2

(9) 3}11_112 N

(h) lim 5=
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Aufgabe 6.4 /2

. . 2|x+7]
() Im s

Hinweis: | x | ist die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich x.
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Losung 6.4

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 6 — Grenzwert und Stetigkeit — 18/ 39



Aufgabe 6.5

Berechnen Sie den Grenzwert von

x4+ ) — f(x)

. ?
far
(@) f(x) =
(b) f(x) =
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Losung 6.5
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Regel von de I’Hospital

Bei der Bestimmung des Grenzwertes

lim @

=30 g(x)

kann es vorkommen, dass

lim f(x) = lim ¢(x) =0  (oder = £o0)

X— X0 X— X0

Allerdings sind Ausdriicke wie § oder & nicht definiert.
(Man kann nicht einfach durch O oder oo kiirzen!)
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Regel von de I’Hospital

Wenn lim f(x) = lim ¢g(x) = 0 (oder = co oder = —o0), dann gilt

X— X0 X— X0
/
lim m = lim f ()
X— X0 g(x) X—X0 g’(x)

Vorsetzung: f und ¢ sind in xq differenzierbar.

limx3—7x+6_limeZ—7_5
=2 xX2—x—2  x522x—1 3
In x 1 .1
2 T oy T e T
_ _ 1 )
i X ln(l—I—x):liml (14 x) :lim(1+x) _ 1
x—0 x2 x—0 2 X x—0 2 2
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Aufgabe 6.6

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

@) 11m x> —2x—8 B
Sax3—2x2 —11x+12
2
9y —
(b) 11m * x 8

13242 —11x+12

(© lim x> —5x*+8x—4
—2  x3—3x2+4

1 _
(d) lim — > (x) _
x—0 X

(e) lim x In(x) =

x—07*

(f) lim x In(x) =

X—00
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Losung 6.6

(a) 5;

(b) —1;

(©) 3

(d) 5; |

(e) B xlirgkf ;—_f =0;

(f) oo.

In (b) und (f) kann die Regel von de I'Hospital nicht verwendet werden.
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Aufgabe 6.7

Warum fihrt die folgende Anwendung der Regel von de I'Hospital zu
einem falschen Ergebnis? (Der wahre Grenzwert ist 2.)

o34 xt—x—1 o 3x2+2x—1 . 6x+2
lim = lim = lim
x—1 x2—1 x—1 2 X x—1 2
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Losung 6.7

Die Voraussetzung fur die Anwendung der Regel von de I'Hospital ist
far den zweiten Quotienten nicht gegeben. (Der Nenner strebt nicht
gegen 0.)
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Stetigkeit

Beim Zeichen von Graphen fallt auf, dass es Funktionen gibt, die sich
ohne Absetzen des Bleistifts zeichnen lassen.
Solche Funktionen hei3en stetig.

Andere Funktionen besitzen Sprungstellen und man muss beim
Zeichnen den Bleistift vom Papier heben. Solche Stellen heif3en
Unstetigkeitsstellen der Funktion.

Der Graph der Funktion f(x) = x> — x im Intervall [—2, 2]:

—i/ -1 1 2 \o

—1 1 —1 1 2

\ 4

stetig unstetiginx =1
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Stetigkeit

Formal laf3t sich das so ausdrucken:

Definition:
Eine Funktion f: D — R heif3t stetig an der Stelle xg € D, falls

1. xh_}rg()f(x) existiert,

2. f(xp) existiert, und

3. | lim f(x) = f(x0) |

X— X0

Die Funktion heif3t stetig, falls sie in allen Punkten des
Definitionsbereichs stetig ist.
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Stetigkeit

Vorgangsweise fur einfache Funktionen:
(1) Wir zeichnen den Graphen der Funktion.

(2) In allen Punkten des Definitionsbereichs, in denen wir beim
Zeichnen nicht den Bleistift absetzen mussen, ist die Funktion
stetig.

(3) In allen Punkten des Definitionsbereichs, in denen wir absetzen
mussen ist, die Funktion nicht stetig.

f(x) (1, farx < 0
A
.l fx)=41-%, fro<x<1
3 +1, furx>1

f ist Gberall stetig
auf3er im Punkt x = 1.
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Aufgabe 6.8

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion

(X firx < -2

flx)=¢ x+1 fir —2<x<?2
L furx >2

Berechnen Sie lim+f(x), lim f(x)und lim f(x)

X=X, X=Xy X— X0

fir xp = —2, 0 und 2.
Ist f in diesen Punkten stetig?
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Losung 6.8

— NN W b
[ R T

-3 6/1 1 2 3

lim f(x)=-1, lim f(x)= -2, limzf(x) existiert nicht;
X——

x——27F X——2"
lim f(x) = lim f(x) =1lim f(x) = 1;
x—0+ x—0~ x—0

lim f(x) =2, lim f(x)=23, lim f(x) existiert nicht;
X—27 xX—2

x—27T

f ist stetig in 0 und nicht stetig in —2 und 2.

Y

A ON o
L 1
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Aufgabe 6.9

Bestimmen Sie den links- und rechtsseitigen Grenzwert der Funktion

(X241 furx >0

f(x) =+« 0 fir x =0
—x2—1 firx <0

\

an der Stelle 0. Ist f in diesem Punkt stetig bzw. differenzierbar?
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Losung 6.9

lim,_o- f(x) = —1, lim,_,o+ f(x) = 1.
Nicht stetig an der Stelle 0. (Daher auch nicht differenzierbar.)
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Aufgabe 6.10

Ist die Funktion

f(x)z{ x+1 fourx <1

3 -
>+5 firx>1
an der Stelle 1 stetig bzw. differenzierbar?

Berechnen Sie den (links- und rechtsseiten) Grenzwert
an der Stelle xo = 1.
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Losung 6.10

Stetig im Punkt 1, aber nicht differenzierbar.
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Aufgabe 6.11

Sind die folgenden Funktionen stetig auf dem Definitionsbereich?
Skizzieren Sie die Funktionen.

@ D=R, f(x) =

(b) D = ]Rf(x)—3x+1
() D=R, f(x) =e*—1
(d D=R, f(x) =[x

(1 fiir x < 0,
9 D=R, f(x) =<x+1 fir0 < x <2,
| x? fir x > 2.

Hinweis: | x| ist die groBte ganze Zahl kleiner oder gleich x.
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Losung 6.11

Die Funktion sind stetig in
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Aufgabe 6.12

Welchen Wert muss h besitzen, damit die Funktion

x2 +2hx furx <2,
f(x) = .
3x — h farx > 2

stetig ist?

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 6 — Grenzwert und Stetigkeit — 38/ 39



Losung 6.12

h=2.
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