Kapitel 3

Gleichungen und
Ungleichungen

Gleichung

Eine Gleichung erhalten wir durch Gleichsetzen zweier Terme.

| linke Seite = rechte Seite |

» Grundmenge: Menge aller Zahlen, die wir als L&sung der
Gleichung zulassen. (Im folgenden: IR oder [0, o))

» Definitionsbereich: Durchschnitt aller Definitionsmengen der
Terme der Gleichung.

» Losungsmenge: Menge aller Zahlen aus dem Definitionsbereich,
die diese Gleichung erfillen.
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Aquivalenzumformung

Zum Lésen einer Gleichung versuchen wir die gesuchte Gré3e durch
Aquivalenzumformung auf einer Seite der Gleichung zu isolieren.

» Addieren oder Subtrahieren einer Zahl oder eines beliebigen Term
auf beiden Seiten der Gleichung

» Multiplizieren beider Seiten mit einer Zahl oder Term ungleich
Null.

» Dividieren beider Seiten durch eine Zahl oder Term ungleich Null.

» Logarithmieren oder Exponenzieren beider Seiten.

Fehlerquellen

Achtung!
Beim Logarithmieren muss darauf geachtet werden, dass beide Seiten
groBer Null sind.

Achtung!
Ein Term, der die gesuchte Variable enthalt, kann auch Null werden.

» Beim Multiplizieren erhalt man méglicherweise eine zusétzliche
falsche “Lésung”.

» Beim Dividieren verliert man méglicherweise eine Lésung.

Achtung!

Beim Kirzen eines Bruchterms muss darauf geachtet werden, dass die
Nullstellen des Nenners nicht zum Definitionsbereich des Bruchterms
gehodren.
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Multiplizieren

Durch Multiplizieren von

24+x-2

x—1 =1

mit (x — 1) erhalten wir
Phx—2=x-1

mit der Lésungsmenge L = {—1,1}.

2+ x

x = 1 ist aber nicht im Definitionsbereich von xiiz und daher

keine Lésung der (urspriinglichen) Gleichung.

Dividieren

Wenn wir die Gleichung
(x—1)(x—2)=0  (Lésungsmenge L = {1,2})
durch (x — 1) dividieren erhalten wir die Gleichung
x—2=0  (Lésungsmenge L = {2})

Die Lésung x = 1 geht durch das Dividieren ,verloren®.
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Dividieren

Achtung

Beim Dividieren ist eine Fallunterscheidung durchzufiihren:
1. Fall: Die Division ist erlaubt (der Divisor ist ungleich Null).
2. Fall: Die Division ist nicht erlaubt (der Divisor ist gleich Null).

Losung von (x —1)(x —2) = 0:
Fall x — 1 # 0: Wir erhalten durch Dividieren die Lésung x1 = 2.
Fall x — 1 = 0: Daraus folgt die Ldsung x, = 1.

Wir werden spéter noch eine bessere Methode flr diese Gleichung
kennen lernen.

Dividieren

xy—x=0
X2 +y2 =2
Erste Gleichung:
Addition und Division ergibt
x
= =—-=1
Xy=x ~ Yy p

Und daher x = +£1.
Vermeintliche Losungsmenge L = {(—1,1),(1,1)}.
Aber: Division ist nur erlaubt, falls x # 0 ist.

x = 0 erfullt aber ebenfalls die erste Gleichung.
Tatsachliche Losungsmenge L = {(—1,1), (1,1), (0,/2), (0, =v/2)}.
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Faktorisieren

Es ist oft besser einen Term zu Faktorisieren anstatt zu Dividieren.
xy—x=0
Py =2

Erste Gleichung  x-(y—1) =0 impliziert

x=0 oder y—1=0
Fall x = 0: y:iﬁ
Fally—1=0: y=1undx =41
Losungsmenge L = {(—1,1),(1,1),(0,v/2), (0, —v2)}.

(oder beides).

Verifizieren

Wenn eine (angebliche) Lésung einer Gleichung vorliegt, ist es meist
einfach diese durch Einsetzen zu verifizieren (“Probe”).

Wenn Sie unsicher sind, machen Sie die Probe.

Hinweis:
Falls Sie in einer Aufgabe eine angegebene Ldsung verifizieren sollen,
machen sie einfach die Probe.
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Aufgabe 3.1

Wie missen die Konstanten a, b und ¢ gewahlt werden, damit die
folgenden Gleichungen fir alle x erfullt sind:

@ x 2 _72a+bx+cx2
1+x 2—x 2+ x—x2

®) x2+2x_x2+3 _a(x—b)
x+2 x+3 x+4c

Lésung 3.1
(@a=1,b=0,c=1;
(b)ya=3,b=1,c=3.
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Lineare Gleichung

Lineare Gleichungen enthalten nur lineare Terme und sind (fast)
immer lésbar.

Aus der Barwertformel fiir eine nachschissige Rente

q"—1
q'(q—1)
soll die Rente R ausgedriickt werden. Da R nur in 1. Potenz vorkommt,
missen wir eine lineare Gleichung I6sen.

Durch Division durch die Konstante q,?:qill)
Lésung:

B,=R-

(£ 0) erhalten wir als

nig _
rR—p, 1"@-1)
q"—1

Betragsgleichung

Eine Gleichung mit Absolutbetrag kénnen wir als eine Abkurzung flr
zwei Gleichungen sehen:

[x=1 < x=1loder —x=1

Losungvon |2x —3| = |x +1].
Alle Lésungen von jeder der beiden Gleichungen:
(2x—3)=(x+1)
—(2x=3)=(x+1)

(Die Gleichungen —(2x —3) = —(x+ 1) und (2x —3) = —(x + 1)
sind &quivalent.)

= x=4
_2
= x=%

Die Lésungsmenge lautet daher L = {3,4}.
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Aufgabe 3.2
Lésen Sie die folgenden Gleichungen:

@ |x(x-2)| =1

1
b =——+
(b) |x+1] |
x2—1
=2
© x+1’

Lésung 3.2

@ {1-v2,1,1+ Va};
(0) {—v2,0,v2};

(c) {3} (—1 nicht im Definitionsbereich).
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Gleichungen mit Exponenten

Wenn die gesuchte Variable im Exponenten lassen sich (manchmal)
durch Logarithmieren lésen:
» Der Term mit der Variable wird auf einer Seite der Gleichung
isoliert. Er darf dabei keine Addition enthalten.
» Durch Logarithmieren beider Seiten erhalten wir dann die
gesuchte Lésung.

Losung der Gleichung 2* = 32.
Durch Logarithmieren beider Seiten erhalten wir

2% =32
< In(2¥) =1n(32)

< x1In(2) =In(32)
In(32) __ 5
In(2) —

< X =

Gleichungen mit Exponenten

Aus der Formel fur die Kreditrate

qg—1

q"—1

soll die Dauer n eines Kredits bei vorgegebener Kredithohe K,
Kreditrate X und Aufzinsungsfaktor g berechnet werden.

X=K-q"

X = K-q"i |- (" —1)
X(q"—=1) = Kq"(q-1) | —Kq"(q—1
7"(X-K@g-1))-X =0 [+ X
7"(X-K@g-1) = X [+ (X —K(q+
" = X | In
nln(g) = In(X)-In(X—-K(@g—-1)) |:In(g)
n In(X)—In(X—-K(g-1))

In(q)
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Gleichungen mit Logarithmen

Gleichungen mit Logarithmen lassen sich (manchmal) durch
Exponenzieren beider Seiten l6sen.

Die Lésung von In(x + 1) = 0 erhalten wir durch Exponenzieren
beider Seiten der Gleichung.

In(x+1)=0
eln(x+1) — ,0
x+1=1

& x=0

Aufgabe 3.3
Lésen Sie die folgenden Gleichungen:
(a) 2* = 3x-1
(b) 3% =42
(©) 2¥52x — 10*+2
(d) 2-10*2 = 0,1%
(e) 3+ =02"10*

M) (3% =45
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Lésung 3.3
(@ x = 23 ~ 2,710
(b) x = 129 ~ 1,226;
(0) x = 11190 ~ 2 861;
(d) x = 230 ~ 0,425;
() x = —1n2H 010 ~ 10,808;
(f) x = gt ~ —0,527.

Aufgabe 3.4

Lésen Sie die Gleichung

1n<x2 (x—%>+<£+l>z> =0
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Lésung 3.4

x1 =0,
v =2+ Y27 ~ 1304,

7 V217 ~ 0,385,

B=5n""xn ~

Potenzgleichung

Gleichungen, die nur eine ganzzahlige Potenz der gesuchten Variable
enthalten, lassen sich durch Wurzelziehen |&sen.

Achtung

Achten Sie bitte darauf, dass im Falle einer geraden Potenz die
Gleichung (in R) nicht immer I6sbar, oder die Lésung nicht immer
eindeutig ist. Im Falle einer ungeraden Potenz ist die Gleichung (in R)
immer eindeutig l6sbar.

Die Lésungsmenge von x? = 4 lautet L. = {—2,2}.
Die Gleichung x> = —4 hat keine (reelle) Losung.

Die Lésungsmenge von x> = —8ist L = {—2}.
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Wurzelgleichungen

Waurzelgleichungen lassen sich I16sen, indem wir beide Seiten
quadrieren oder potenzieren.

Die Lésung von v/x — 1 = 2 erhalten wir durch Potenzieren:

Vi—-1=2 & x-1=2° & x=9

Quadratwurzel

Bei Wurzelgleichungen mit geraden Radices (z.B. Quadratwurzel) stellt
das Potenzieren keine Aquivalenzumformung dar.

Aus der ,Nicht-Gleichung“ —3 # 3 wird durch Quadrieren die
Gleichung (—3)% = 32.

Wir kénnten (wie beim Multiplizieren mit einem Term) eine ,zusétzliche
Lésung” erzeugen.

Der Definitionsbereich der Gleichung ist meist nur mehr eine kleine
Teilmenge der reellen Zahlen:
Der Radikand unter der Wurzel darf nicht negativ sein darf.
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Quadratwurzel

Achtung!

Wir mussen bei Wurzelgleichungen daher immer eine
Probe durchfihren.

Quadratwurzel

Wir wollen die Gleichung vx —1 =1 — /x — 4 |6sen.
Die Definitionsmenge ist D = {x|x > 4}.

Durch Quadrieren erhalten wir:

Vi—1 = 1-Vx—4 ?

x—1 = 1-2-/x—4+(x—4) |—-x+3 |:2
1 = —V/x—4 [
1 = x—4
x =5

Die Probe ergibtaber v/5—1=1—-+/5—-4 & 2=0,
eine falsche Aussage. Die Lésungsmenge ist daher L = @.
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Aufgabe 3.5
Lésen Sie die folgenden Gleichungen:
(@ Vx+3=x+1
(b) Vx—2=+vx+1-1

Lésung 3.5

(a) 1, (—2 erflllt nicht die Wurzelgleichung);
(b) 3.
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Quadratische Gleichung

Eine quadratische Gleichung ist eine Gleichung der Form

—b £ v/b? — 4ac

ax*+bx+c=0
2a

Lésungen: x1p =

bzw. in Standardform

2
X+ px+qg=0  Losungen: Xll:_gi (g) —q

Nullstellen von Polynomen

Quadratische Gleichungen sind ein Spezialfall von algebraischen
Gleichungen n-ter Ordnung

Py(x)=0
wobei P, (x) ein Polynom vom Grad  ist.

Fir die Lésungen von Gleichungen 3. Grades (kubische Gleichungen)
und 4. Grades gibt es allgemeine Verfahren, die aber sehr aufwendig
sind.

Fir Polynome ab dem 5. Grad kann man beweisen, dass keine
derartigen Verfahren existieren.
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Nulistellen von Polynomen

Polynomgleichungen lassen sich schrittweise durch Abspalten von
Linearfaktoren (durch Division, oder mittels Horner-Schema) l8sen:

1. Wir suchen eine Nullstelle x; von P, (x)
(z.B. durch gezieltes Ausprobieren (Satz von Vieta),
oder mit dem Newton-Verfahren)

2. Mit (x — x1) erhalten wir einen Linearfaktor von P, (X).
3. Py(x) : (x — x1) ergibt ein Polynom P,_1(x) von Grad n — 1.

4. Falls n — 1 = 2 erhalten wir eine quadratische Gleichung.
Andernfalls gehe zu Schritt 1.

Nulistellen von Polynomen

Wir suchen die Lésungen von
x* —6x% +11x — 6 = 0.
Durch Ausprobieren erhalten wir die Lésung x1 = 1.
Wir dividieren nun durch den Linearfaktor (x — 1) und erhalten:
(P —6x2+11x—6): (x—1) =x*—5x+6

Die quadratische Gleichung x? — 5x + 6 = 0 hat die Lésungen x, = 2,
X3 = 3.

Die Lésungsmenge lautet daher L = {1,2,3}.
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Nullstellen eines Produkts

Ein Produkt zweier (oder mehrerer) Terme f(x) - g(x) wird genau
dann Null, wenn mindestens ein Faktor gleich Null ist, also

f(x) =0 oder g(x)=0 (oderbeides).

Die Gleichung x2 - (x — 1) - €* = 0 ist genau dann erfillt, wenn

» x2=0 (= x=0) oder
»x—1=0 (= x=1)oder
» ¢ =0 (keine Losung).

Die Lésungsmenge dieser Gleichung lautet daher L = {0,1}.

Nulistellen eines Produkts

Achtung

Wenn ein Polynom bereits als Produkt zweier oder mehrerer Faktoren
vorliegt, dann sollte man der Versuchung widerstehen, dieses Produkt
auszumultiplizieren.

Die Nullstellen von
(x=1)-(x+2)-(x=3)=0
sind offensichtlich, jene von
P22 —5x+6=0

hingegen nicht.
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Aufgabe 3.6
Berechnen Sie die Nullstellen und zerlegen Sie in Linearfaktoren:
(@) f(x) =x2+4x+3
(b) f(x)=3x*—9x+2
(€ f(x) =x%—x
(d) f(x)=x>—2x2+x

@ f(x)=(*-1)(x—1)?

Lésung 3.6
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Aufgabe 3.7

Lésen Sie nach y und nach x auf:
@ xy+x—y=0

(b) 3xy+2x—4y =1

(€) X*—y*+x+y=0

(d) X*y+xy> —x—y=0

(e) x2+y2+2xy:4

(f) 9x* + %+ 6xy =25

(9) 4x% +9y* =36

(h) 4x2 -9y =36

0 Vr+,7=1

Lésung 3.7

Die meisten L&sungen erhalten wir durch Einsetzen in die Formel fiir
quadratische Gleichungen oder durch Umformen (Faktorisieren) der
Gleichungen (in eckigen Klammern [...]).

@x=y =5y +1) =ybzw y(x — 1) = —aJ;

(b) x = %’ y =% [x(3y +2) = 1+ 4y bzw.

y(Bx—4) =1-2x];
C)x=y—1lundx = —y,bzw.y = x+1undy = —x,

[(x =y +1)(x+y) =0

(d)x=—yundx = J, bzw.y = —xundy = I,
[(x+y)-(xy—1) = 0],

(e)x=2—-yundx=—-2—y,bzw.y =2—xundy = —2 —x,
[(x +y)* = 4];

(flx=—-ly+3undx=—1y—3 bzw.y =5—3xund
y=—5-3x[(3x +y)* = 25];
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Lésung 3.7 /2

@x==x3/4—yy=23V/9—x%
(hx==x3/4+y%y==223V/22-9;
x=y—-2y+1y=x—-2y/x+1

Aufgabe 3.8

Lésen Sie nach y und nach x auf:

(@) x> +yx* =6

(b) xy?+ (x> —1)y—x=0

0 st

@ -

o = i

0 -

@ (y+2x)* = 5 + 427

(h) y¥> —3xy+ (2x2+x—-1) =0
0 = 3
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Lésung 3.8

Die meisten Lésungen erhalten wir durch Umformen der Gleichungen
und Einsetzen in die Formel fir quadratische Gleichungen In eckigen
Klammern [...] stehen Ausdriicke, die durch Umformungen
(Faktorisieren) erhalten werden kénnen.

(@) x = —1y:i:i\/ 1424y, y = —%x:ﬁ:i\/x4+24x;

(b) x = fyundx— 1 bzw. y= fxundy— o

[(r+) - (xy —1) = O} . , .
©x=01+V2)y,y= oA 2w -y =0

(d) x € R\ {—y, £1/—y} beliebig falls y = —1 und x = 0 sonst,
y € R\ {—x, —x?} beliebig falls x = 0 und y = —1 sonst,
(P(1+y) = Ut
(e)x = HS{ v Yy =108-x)E1/(x=3)2+4(x+1),
y2—3 +xyfx71 =0[;
1i\/1+4x (2 —1)

Hx= =ybzw. xy? —y —x = 0[;

Lésung 3.8 /2

1)

<g)x:—%(y+4)i\/éz<y+4)z—
y——zxim,
4%y +4xy +xy2 + 2 —1=0];
(Mx=3y+zundx=y—1bzwy=2x—Tlundy=y+1,
(2x—y—1)-(x—y+1) =0}
(i)x,—sﬂﬁ =3= ‘F
y_ =TTy

[2x2 +3xy y2:0]-

3+\F

yund x = 7x und

Yy, bzw. y =
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Ungleichungen

Eine Ungleichung erhalten wir durch Vergleichen zweier Terme mit
einem der Ungleichheitszeichen <, <, > oder >.

linke Seite < rechte Seite

Die Lésungsmenge einer Ungleichung ist die Menge aller Zahlen aus
dem Definitionsbereich die die Ungleichung erflllen.

Sie besteht — im Gegensatz zu Gleichungen — meist aus einem
Intervall oder der Vereinigung von Intervallen.

Aquivalenzumformungen

Zum L&sen einer Ungleichung versuchen wir diese zu vereinfachen.
Idealerweise wird dabei die gesuchte GréBe auf einer Seite isoliert.

Achtung
Beim Multiplizieren mit einer negativen Zahl dreht sich die Richtung
des Ungleichheitszeichens um.

Fallunterscheidung bei Multiplikation (Division) mit einem Term:

» Term ist groBer Null:
Das Ungleichheitszeichen dreht sich nicht um.

» Term ist kleiner Null:
Das Ungleichheitszeichen dreht sich um.

» Term ist gleich Null:
Die Multiplikation oder Division ist nicht erlaubt!
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Aquivalenzumformungen

2x—1
<1
-2 -
Wir multiplizieren mit die Ungleichung mit (x — 2).

Wir suchen die Lésung von

» Falx —2>0& x> 2:
Wirerhalten2x —1<x -2 x < —1,
ein Widerspruch zur Annahme x > 2.

» Falx —2<0& x < 2:
Das Ungleichheitszeichen dreht sich um.
Daherist2x —1>x—-2& x > —1.
Also x <2und x > —1.

» Falx —2=0&x=2:
Liegt nicht im Definitionsbereich.

Die Lésungsmenge ist daher das Intervall L = [—1,2).

Fehlerquelle

Polynomungleichungen lassen sich nicht einfach durch
Aquivalenzumformungen I6sen.

Man darf auch nicht einfach das ,="-Zeichen in der Lésungsformel der
quadratischen Gleichung durch das Ungleichheitszeichens ersetzen!

Wir suchen die Lésung von
¥ —3x+2<0

Falsche Lésung: x1p < 3+./9-2=

und somit x < 1 (und damit auch x < 2).

3+

N—=

0 ist zwar kleiner als 1 (oder 2),
erfillt aber trotzdem nicht die Ungleichung!
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Polynomungleichung

1. Wir bringen alle Terme auf die linke Seite und erhalten einen
Ausdruck der Form T(x) < 0 (bzw. T(x) < 0).

2. Wir bestimmen alle Nullstellen x; < ... < x; von T(x).
D.h., wir Idsen die Gleichung T(x) = 0.

3. Diese Nullstellen zerlegen den Definitionsbereich in Intervalle I;.
Im Falle von echten Ungleichungen (mit < oder >) sind diese
Intervalle sind offen, andernfalls abgeschlossen.

In jedem dieser Intervalle ist nun die Ungleichung entweder
Uberall oder in keinem einzigen Punkt erflillt.

4. Wir wéhlen einen Punkt z; € I; aus, der nicht am Rand liegt.
Ist die (strikte) Ungleichung in z; erflllt, so ist sie im gesamten
Intervall I; erfiillt, andernfalls nicht.

Polynomungleichung

Wir suchen (noch einmal) die L&sung von
¥ —3x+2<0
Der Definitionsbereich ist IR.

Die Losungen von x> —3x +2 = 0sind x; = 1 und x, = 2.

Wir erhalten drei Intervalle und Uberpriifen anhand dreier Punkte, ob
die Ungleichung in den einzelnen Intervallen erflllt ist:

(—o0,1] nichterfill: 0>—3-0+2=2%0
1,2] erfillt: (3)*-3-2+2=-1<0
[2,00)  nichterfiillt: 3>—3.3+2=2%0

Die Lésungsmenge lautet daher L = [1,2].
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Stetige Terme

Dieses Verfahren funktioniert in Prinzip auch fir andere
Ungleichungen, wenn alle beteiligten Terme stetig sind.

Enthalt der Term T'(x) Unstetigkeitsstellen, so miissen wir diese im
Punkt 3 bei der Zerlegung des Definitionsbereichs in Intervalle
berticksichtigen.

Es muss eventuell auch berlicksichtigt werden, dass der
Definitionsbereich der Ungleichung aus der Vereinigung disjunkte
Intervalle und Punkten besteht.

Stetige Terme

Wir suchen die Lésung von

2 _
x*+x-3 -1
x—2 =
Die Definitionsmenge besteht aus zwei Intervallen: (—oo,2) U (2, 00).
Z+x-3

Die Lésung von Hixz = 1 erhalten wir durch

¥ +x-3 5 >

——— =1 x¥+x-3=x-2 & x*-1=0

x—2

und somit

X1:*1,x2:1

Wir erhalten insgesamt vier Intervalle:
(=00, 1], [-1,1], [1,2) und (2, c0).
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Stetige Terme

Wir Gberprifen an hand von vier Punkten, ob die Ungleichung in den
einzelnen Intervallen erflllt ist:
(=2P+(-2)-3 _ 1

(—eo,—1] nichterfillt; 2522 =1 21
(-1,1] effiil, 03 — 3 51

[1,2) nicht erfiilt: L5153 — 3 %1
(2,00) erfillt: 333 —9>1

Die Lésungsmenge lautet daher L = [—1,1] U (2, ).

Betragsungleichung

Ungleichungen mit Absolutbetrdagen lassen sich ebenfalls nach dem
oben beschriebenen Verfahren 16sen.
Wir kénnen aber eine Betragsungleichung auch lesen als eine
Abkirzung fiir zwei Ungleichungen:

x| <1 & x<lundx > —1

|x| >1 & x>1loderx < —1

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 3 — Gleichungen und Ungleichungen — 53/ 58

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 3 — Gleichungen und Ungleichungen — 54 /58

Aufgabe 3.9
Lésen Sie folgende Ungleichungen:
(@) ¥*—2x2—-3x>0
(b) x®—2x*—3x >0
(€) x> —2x+1<0
(d) ¥» —2x+1>0

(e) ¥* —2x+6<1

Lésung 3.9
(@) L =[~1,0] U [3,00);
(0) L =(—1,0) U (3,00);
(@ L={1}
(@dL=NR;
(e)L=0Q.

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 3 - Gleichungen und Ungleichungen — 55/ 58

Josef Leydold — Auffrischungskurs Mathematik — WS 2017/18 3 — Gleichungen und Ungleichungen — 56 / 58




Aufgabe 3.10

Stellen Sie die Losungsmenge als Vereinigung von Intervallen dar:

(@ 7 <|12x+1|
x+4
x+2
3(4—x)
x—>5

<2

(b)

() <2

(d) 25 < (—2x +3)? < 50
(e) 42 < [12x+ 6| < 72

(x +4)?

f) 5 <
>= g

<10

Lésung 3.10

(a) (—00, _%] U [%/ Oo);

(b) (=00, =2) U (0, 00);

(©) (o0, 2] U (5,00);

(d) {%— %,—1) U <4,%+ 225}

(@ (%, -4 u34;
) [~14, -9] U [1,6].
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